rf 

Ii 



Ckss 



Book 



University of Chicago Library 
BERLIN COLLECTION 

CIVEN BT 

Martin A. Ryerson 
H. H. Kohlsaat Byron L. Smith 

Chas. L. Hutchinson C. R. Crane 
H. A. Rust Cyrus H. McCormi 

A. A. Sprague C. J. Singer 



* ** 

t>cr , 
nut) il)rer 9tacnhmci,cn 

auf bas 

3itaetttett«tt>efcit, 

von 

-I. It. Itclangcr, 

(Inp^nlcur en chef des Ponu et Chtmsrfes , Professeor de Hecttniquc i l'Ecole d*s Pools tl Ch»n«ee» 
et a TEcolc centrale des Atts cl Msnuftctures k Paris.) 



2) e u t f d> 

ton 

I>r. SQ. ©iiftler, 

Sprcftltcr au *ct St. i'plolfcfjnlfdjcit ©djult ju €tntitj>ut. 



^lllijemehie 2h;namtf unb <5tatif. — $t)l>roftatif. 



Verlag neu $ ft 0 l p j) tt t a b f r t. 

1848. 



T 



€ r H t r f I) e i L 



Digitized by 



Googlej 



bcr 
auf bat 

3ttoettieitrtt>efett, 

von 

J. B. Belanger, 

(Ingenieur ea cb«r de» Port» el Cbiu.»ees , PrcL*eur de Htcaoiqoe • TEcole du Pools c» Ch.uweV* 
et ■ PEcolc eenlwle dee ArU et Mapafectore* ä Pirii.) 

£ e u t f $ 

«OB 

Dr. ©ttglet, 

qjrcftffor an bet Jt. octQtctfciiif^eii «c&ute ju eiuttgatt. 



SUlßemeine IDtynami! unb ©tatif. — #t>brofiatif. 

SWlt j»H Äupfcrtaftln. 

_ -v ' 

£ubtt>ig$(utg. 
1848. 



Digitized by Google 



4 




Berlin Oolleotion 



fcrutf t>« 0. ©. 6))ranWf'|cf>ot $u<f>fcru<ftrei in «Stuttgart * Sannftatt. 



Digitized by Google 



1151872 




Uartoart its Urbfrfflje«. 



2)a$ »om Serfaffer in feiner Borrebe erwähnte »orberettenbe 2Serf<$en 
(Re'sume' de lecons de geometrie analytique et de calcul infinitesimal) iffc 
ba$ Meine 23u#, ba$ tet) fdwn früher unter bem Xittli „©runble^ren 
ber ebenen Trigonometrie, analptifd^en ©eometrie unb 3«- 
finitefimalrecbnung (Stuttgart, 1847) " in'd £)eutfd;e übertragen fjabe. 
2lu$ ber guten Stufnatyme, roettye biefeä ©unfein gefunben bat, entfprang 
eine äußere Beranlajfung , au$ bte beutf(t)e Bearbeitung ber SWedjanü*) 
ju übernehmen, beren empfeblcnbe (Sigcntbümltdjfeitcn jum Xtytil in Belangend 
Söorrebe angebeutet ßnb, für einen mit bem ©egenfianbe oertrauten fiefer 
aber im 23u$e fclbft no# bejfer Ijeroortretcn toerben, namentlid; in ben beiben 
fpäteren (bte jefet nur al$ lit|>ogra»l)irte #efte oortiegenben) feilen, wo 
bteSlnwenbungen in $ö#jt eleganter unb flarer SBeife jur Slbfjanblung 
fommen. 

©efonbern $>anf bürfte jtcr) Belanger bei man<$em nadj totffcnf^aftli^er 
Bilbung ihebenben Jennifer baburet) oerbienen, baß er in Betreff ber mat&e* 
matifdjen Borfenntnijfe nur mäßige Stnforbcrnngen fiettt, o^ne fi<$ jebod) 
baburty auf eine fogenannte populäre $)arjtellung Ooeldje beutjutage bem 
Ingenieur nicfyt metyr genügen fann) jurüefgebrängt $u fc^cn, ba er ba$ 
üorauSgefefcte SWaterial äußerjt gefa^ieft gu oenvenbeii weiß. Reiferen 3üngcm 
ber SBijfenfc&aft fann oMeutyt Belanger'3 Buct) alä Brütfe ju ben fo 
ju iieüenben SBerfen oon (Soriolis bienen, ober roenigjienS bie Neigung 
$um Stubium berfetben ertoeefenj unb biefe Hoffnung (>at mit beigetragen, 
mi# pr Uebernabme ber Uebertragung ju bcjtimmen. 

*) Cours de Me"canique, ou resum^ de le$ons sur la Dynamique, la Statique, et 
leurs applicationa a l'art de ringenieux; par Belanger etc. — Premiere partie; 
Paris 1847, 
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%üt einige neuere begriffe, welche ben granjofen meifl fdjon geläufig ge* 
werben, in beulten SBerfen über SRechanif aber noch nicht eingebürgert jinb, 
mu§te ich entfyre^enbe beutfebe tarnen annehmen, ©egen ben Sluäbrucf 
Antrieb (impulsion) wirb fein Sinwanb gu erbeben fein, gur roideur de ressort 
(in 23e$tehung auf bie 2ang«feberuug eine« elafiifcben ©tabeä, ©. 91) wählte 
ich Straffheit. Entrainement habe id? burch Xranäport erfefct. 9lm 
tiebflen ^dtte ich bafür „ Entführung " gefagt, wenn ba« 53ort nicht nahe-- 
tiegenbe ©ebenfen gegen fidj fyattt. *) 9luö ähnlichen ©rünben war bo« an 
fich paffenbe beutfebe Sßort Vermögen- (für puissance, ©. 46 ac.) nicht 
wohl al$ fiet)enbe ©enemtuug ju brausen, we$t)alb ich $u $oten$ griff. 
Ob tiefe Warnen beliebigen werben, muß ic^> bahingeflellt fein lajfen; ich 
fanb feine belfern, unb hatte feine Vorgänge.**) 

Obgleich unfer beutfdjeS SBort „feft" gen>d^nlt<^ fowobl für solide al« 
für fixe gefefct wirb, glaubte ich boch, SDeutlichfeit willen blo$ eine 
biefer S3ebeutungen baran fnüpfen gu fotlen, unb gebrauste e$ befjt)ölb nur 
im (sinne tton unbeweglich* 2Benn ich fw* cor P s solide bie Ueberfejjung 
„ftarrer Körper" oor$og, fo bebarf e$ wohl faum ber 33emerfung, ba§ bainit 
bloö ber Slggregatäuflanb im Sltlgemeinen unb feine ab folute Starrheit 
gemeint fei, Dielmehr im Innern eine« ftorren Körpers noch recht wohl gewijfe 
öibrationöbewegungen ober fleine 23erf<hiebungen feiner Xtytiityn jlattfinben 
fönnen. 

3m £inblicf auf bie fran^öfifchen ÜKafje unb ©ewichte (beren Seibe* 
haltung fleh oon felbji oerfianb) bemerfe ich noch, bafc ich am ©bluffe be$ 
ganzen 2Berf$ eine fleine OlebucttonStafel beizugeben gebenfe, welche zugleich 
eine 3ufammenjteUung ber wichtigfieu Sonftanten k. enthalten fofl. 

S)ie mit ©ß. oerfehenen ©täte begehen fleh auf Wummern ber oben* 
genannten „©runblehren k." 



*) Uebrigen« mag ber ©ebanfe an biefe« SBort baju be^fitfficfy fein , bie ©ebeutung 
ber »on 33e(anger gebraudjtcn unb in ber Ucberfefcung beibehaltenen 33ejeia> 
nungen V«, F e (©. 24, 157 k.) unmittelbar in (Erinnerung gu bringen. 

Vit Begriffe travaü moteur unb travaü r&istant (@. 40) würben fld> jieralich be- 
jeidjnenb burd) JBorfdjub unb (Eintrag, ober, wenn man bad SBort Arbeit 
nidjt verlieren will, burd) forbernbe unb Ijeinmenbe Arbeit wiebergeben laffen. 
2tu8 33eforgniü, ed motten foldje tarnen gefudjt Hingen, Ijielt id) rnid; au bie (für 
beutfd;« $otm nur etwas ungefügen) wortlidjen Ueberje&ungen. 
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SDer oorliegenbe ÜBanb ent^dlt ben furjgefagtcn fcejt ber münbltchen 
Vortrage über rationelle 2Recbanif, »eiche feit 1838 ben ß^röflw ber 
(Sentralfchute für ßüntfe unb ©ewerbe je im erften $ahre t(> rc $ ©tubiums 
ert^eilt »erben, als Vorbereitung für bie »eiteren (5nt»icfelungen biefer 
SBtffenfchaft, nnb für beren Anroenbung auf (SonjfructionSlehre , auf ' bie 
£t/braultf unb bie Berechnung beS Effects ber SWafcbinen. dx bilbet ben 
erflen Xfytil eine« ßehrcurfeS, beffen beibe anbern tytik bie fyecieHe aRecbanif 
ftarrer ober biegsamer Äorper unb bie #pbraulif $um ©egenftanbe ^aben 
»erben, unb »eiche ich ju veröffentlichen gebenfe, fobalb e$ mir möglich ge* 
»orben fein »irb an bie lithographtrten , bis jefct nur für ben auSfchfiefc 
liehen ©ebrauch metner ßuhörer eingerichteten Blätter bie tefcte #anb $u legen. 

$)iefer erfre Xfytxl hanbelt Don ben allgemeinen ©efefcen ber Bewegung • 
unb beS ©leicbgewichtS ber burdj Äräfte angegriffenen Körper, inbem er bie 
^auptte^ren ber Stynamif, ber ©tatif unb £pbroftatif erläutert. 

2)er ältere unb noch iefct jiemlia) allgemein befolgte ©ebrauch, baS 
Stubium ber Sftechanif mit ber <Statil $u beginnen, führt ben bebenden 
2)lijjjianb herbei, bafj er ben Anfänger an eine ju abjiracte Auffaffung ber 
Gräfte gewohnt, bei welcher bie Bebingungen ihrer (Sjiflenj unb ihrer SBirf- 
famfeit unberüeffichtigt bleiben. (Sine glüefliche Abweichung Dom frühern 
SBege ^at ^oncelet burchgeführt, beffen fcharfjinmge unb fruchtbringenbe 
Arbeiten ihn an bie ©öifce einer neuen (Schule ber inbuftrietten ÜRechanif 
jlellen. 3n einem öffentlichen Sehrcurfe, ben er 1827 für bie Arbeiter unb 
Xechnifer »on ÜDtefc gab, grünbete er feine Belehrungen auf bie $rinci»ten 
ber 2)önamtf, fo »ie er fle in feiner (Einleitung in bie inbufirielle 
ÜÄechanif*) niebergelegt hat, (S oriolis — ein ©eift oon feltener Klarheit 
unb Schärfe, beffen ßaufbafm leiber burd; Äränflichfeit unb einen frühzeitigen 
STob $u balb ihr (£nbe ftnben mujjte — befolgte ben nämlichen ©ang in 

*) Introduction a la Me'cani^ue industrielle, physl^u« ou experimentale. 
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feiner allgemeinen 2Ked)anif flarrer ßörper,*) inbem er bie Be* 
bingungen be$ ©leic^gewidhts als einen befonbern gatt ber Dpnamif betraf 
tete unb aus ben BewegnngSgefejjen ableitete. 

Die ©driften biefer beiben gelehrten Sngmicure (meiner greunbe unb 
ehemaligen ©enoffen an ber polptechmfchen Schüfe), fowie ber persönliche 
Umgang mit ihnen, h«ben mich oieifad) geförbert unb aufgeflärt. 3$ »erfuhr 
m$ ü)rem Beifptele, ohne jeboch mi# oöUtg an bie SRethobe bcS einen 
ober beS 9lnbern $u binben. 

Bei meinen ßefern fe£e ich mehr mat^eutarif^e Borbilbnng »oraiiS als 
bie meiften X^eUne^mer an bem öffentlichen Sehrcurfe ju 2ßefc bejahen j aber 
weit weniger als baS fiehrbuch ber ÜRecljanif Don dorioliS ober anbere für 
bie 3öglinge ber polt;te#nifcr;en ©chule befrimmte SBerfe oerlangen. 3$ 
berufe midj in ber {Regel auf bie Trigonometrie, auf bie Darfteüiing ber 
ßuroen burch ihre ©lei<$ungen, auf bie (Elemente ber Differential* unb 3^ 
tegralrechnung j biefe Borfenntnijfe laffen fleh aber bei fleißigem ©tubium 
in einigen SRonaten erwerben. 3$ £abe bie 9luSemanberfe|jung bcrfelben 
in einem t leinen Buche**) oorangefefueft, auf welches ich an mehreren 
Stellen beS gegenwärtigen SBerfeS jurüefoerweife. 

Diefc ift bie BaftS, auf welker ich ein flareS unb logifctyeS ßehrgebäube 
ber rationellen 2ße<$amf aufzuführen bemüht getoefen bin. 9lnfangS aus 
reintt)eoretifchem ©cfic^töpuncte behanbelt, foU bie rationelle 2Re#anif fpäterhin 
als gu^rer für bie praettfehe ober inbufhielle 2Rect>antf bienen. Die mat^e-- 
matif#e Strenge gewährt bei folgen ©tubten nicht bloS eine würbige Hebung 
bcS ©eifleSj oielmehr fyaltt ich °i c Begrünbung burch ÜDtathemati! oornehm* 
lieh be§h«tt> für höctyft erfpriefjlidh , weil (wie nur $u oiele Beifpiele zeigen) 
unbewiefene Wahrheiten leicht oergeffen, ober falfa) ausgelegt unb am un- 
rechten Drte angewenbet Werben. 

3ebe SSiffenfchaft ^at ihre Slrjome ober ©runbprineipien. 3$ 
hervorzuheben gefugt, welche ^ßrineipien bie rationelle üftechanif in Otufprud) 
nimmt; bie Sln^l berfelben rebucirt fidh auf brei, nämlüh: baS $rinctp 
ber Trägheit (©. 33), baS ^rineip ber relatioen Bewegungen 
(©. 70), unb baS $rincip ber gleiten ©egenwirfung (©. 168). 

Da« jprineip ber Trägheit ift eng oerfnüpft mit bem Begriffe ber tfraft. 

Das $rincip ber relatioen Bewegungen führt mit ebenfooiel ©trenge 

*) Mlcanique generale des corps solides. 

"*) Be*Bum6* de le;ons do geometrle aualytique et de calcul inftnit&imal ; Paris , 1842 
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cifa 2ei#tigfeit $u bem ©afce, bafj ft$ bie Ärdfte »ersten wie bie ©e* 
fa)leunigungen toel$e fie einem unb bemfelben Ä'örper erteilen, unb ju 
bem 2et)rfafce über bie 3ufammenfefcung ber Gräfte, welker unter bem tarnen 
be$ ©afceä oom Ärdfte--5paratlelogramm befannt ifl Qlllerbmgö beioeifen 
anbere Tutoren tiefen berühmten ©afc ot)ne ba$ ertodt)nte ^prtnctp auägu* 
foredjen, finb aber babei gelungen, entioeber förmlid) ober frillfd;t»eigenb 
irgenb ein anbereä Stjiom oon dt)nlid)er SSebeutung äusugejict)en, wie etwa 
ba$ folgenbe: Sßenn met)r als pet Gräfte gleid^eitig auf einen materiellen 
^unet toirfen, fo ifl bie ftefultante au« gtoeien oon tynen bie nämliche al« 
wenn bie anbern nidjt oort)anben »dren. 

£>a$ ^rineip ber ©leid^eit $toifci)en SBirfung unb ©cgenttutfung ge* 
Hattet, bie allgemeinen ßc^rfd^e über 23eioegung unb ©leictygetoidjt beliebiger 
Äörper in ber Art $u beweifen, ba& mein biefe Körper al$ Aggregate oon 
Elementen betratet, auf beren jebc« bie früher fejtgefiellien ©dfce, welche 
gufammen bie Stynamif be$ materiellen $unct$ ausmalen, Slntoenbung finben. 

Unter ben uuffenf$aft(t$en SBa^eiten , ioel$e ba$ 23eflktt)um ber 
rationellen ÜÄec^anif bilben unb in »ergebenen , mit töe#t ^gefd^ten 
Söerfen niebergelegt ßnb, mujjte ta) eine ben Sebürfniffen meiner ßö^iinge 
angepaßte 9lu$toaf>l treffen. 3ä) übergieng bie an fiä) fo an$iet)enbe X^eorie 
ber eütptifci)en Bewegung ber paneten, fotoie bie oerfätebenen Untcrfutyungen 
über bie augenbli<flia)en ^otationöajen freier fefler ßörper. dagegen lie§ 
td) ntc^td bei (Seite , »ad mit ber $t)eorie oon ber Arbeit ber Strafte jufam* 
menfydngt, ba biefe Zfytoxk, wegen tyrer Slnroenbung auf bie ©eredmung be$ 
(Sffectö ber 2Rafö»ten , fo widrig ifl. 3<t) (>abe gezeigt, ba& bie ©rage, 
welche toon (Eortoltd unb Sßoncelet ben treffenb gerodelten tarnen 
51 r beit erhalten bat, jt# auf bie einfa^fie SBeife in bie 9te$nung einführen 
lafct, wenn man au$ ben beiben ©letd;ungen für bie gleichförmig oerdnberte 
©etoeguug, toeldje bie Delationen $nrifd)en ber toft, ber oerdnberlid)cn ©c* 
fctjtoinbigf dt, bem burct)laufenen töaume unb ber 3«t auSbrücfeu, bie ledere 
<öerdnberlid)e (bie 3eit) eliminirt (©. 82). Uebrigenä glaubte id> bem 
fpäteren fpecteUen ©tubium ber 2Kaf^inentt)eorie ben 9iad)toei$ überlaffen 
$u bürfen, inwiefern bie Arbeit ber Gräfte, nact) einem 9lu$brucfe 91 a o i e x% 
eine 2trt oon meci)antf<$em©elbe ift 23t$ batpin gilt bie 5lrbeit für 
eine tyeoretiföe Kombination einer Alraft mit bem oon it)rem Slngriffäpuncte 
burä)taufencn SBeg unb bem SBinfel, ben bie 9lia)tung ber ßraft gegen ben 
äßeg bilbet. 
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Um bei Annahme be« 9tamen8 Arbeit, in bem beftimmten (Sinne ber 
ihm heutzutage in ber 2Re$amf beigelegt wirb, confequent $u bleiben, bebiene 
ich mich be« 2lu«brutfö »irtuelle Arbeit, ftatt ber »on Sagrange ge* 
brausten Benennung »trtuelleS Moment, burch welche in ber Zfyat 
nichts anbereS als eine Arbeit bezeichnet wirb. SDen 9luSbrucf SWoment 
einer Äraft ^abe tdj, bem ger»ör)nti(^ften brauche folgenb, jur ©ejeich* 
nung beS <probuctS aufbebalten, welches fleh ergibt wenn man ben Wbfianb 
ber ^raft oon einer 2l$e mit ber $rojection ber Äraft auf eine zu biefer 9lje 
{entrechte (Sbene multiplicirt; unb id) ^abe bemerflich gemacht, roie man in 
naturaler SBeife auf bie Betrachtung biefer ©röjje burd) Betrachtung ber 
Strbeit geleitet wirb, welche eine tfraft wät)renb einer Rotationsbewegung 
tyreS SlngriffSpunctS um eine fejie 2lje erzeugt (6. 62). 

<£in allgemeiner unb fruchtbarer ©afc (<5. 79) zeigt, welche Rotte baS 
Jprobuct auö einer tfraft unb ihrer SBirfungSbauer fotclt. tytlt eS für 
rätylid), biefer ©röfce einen befonbern Ramen ju geben, um ben (Schüler 
auf t^re Sßichtigfeit aufmerffam gu machen. (Sie — - wie eS guwcüen ge* 
flieht — burch ben 9luSbrucf BewegungSgrö&e ju bezeichnen, meiner 
eigentlich baS ^robuet au« ber 2Raffe eine« tförperS unb feiner ©efebwin- 
bigfeit bebeutet, fcfyien mir bie ©efa^r nach fleh z u gießen, bajj eine SBirfung 
mit ihrer Urfatye oerwecbfelt werbe; ich tyabt baä 2öort 21 n trieb (impulsion) 
Dorge^ogen, beffen 6inn für bie 2Ke$amf ich bloS näher gu beftimmen t)attc. 

(Sine anbere Steuerung, oon welker ich mir 33ortheil für ben Anfänger 
im ©tubiura ber ÜÄe^anif »erfreche, ijt bie ©efeitigung beS SluSbrucfS 
lebenbige ßraft. S)aS barunter Jöerjranbene ijt (eine Alraft, fonbern 
entweber ein SlrbeitSeffect, ober bie gäbtgfeit eine Arbeit gu erzeugen. 3$ 
^abe (©. 181) bie ©rünbe für meinen Borfchlag angegeben, ben Ramen 
lebenbige $ot eng für bie #älfie berjenigen ©röjje einzuführen n>elcr)e 
man fonfl lebenbige tfraft nennt. 

Roch einige SBorte h«be ich beizufügen über ben ©egenjlanb eines jeben 
ber oier Wchnitte, auS beneu biefj Buch befleht. 

SDer erfie Slbfdmttt ifi, fo p fagen, eine 5lufjahlung, ein erflärenbeS 
^erjeichni§ ber oerfchiebenen ©ro&en, welche ber 2Recbanif befonberS ange* 
hören, — eine Darlegung ber artthmetifchen unb geometrifchen (Sigenfchaften 
welche fleh aus ber blofen Definition biefer ©röjjen unmittelbar ergeben. 
2)ie Erfahrung beim Unterrichte hat mich gelehrt, bajj eS gut fei, biefe (£m* 
gelheiten, bie fleh lebiglich auf bie ©runbbegriffe oon 3eit, ßraft unb Raum 
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fluten , abgefonbert oon ben ©djjen bet Dynamit ju betyanbeln, bntdj n>eld)e 
bic Delationen ^ifc^en ben Gräften unb ber Bewegung in'« 2i#t geflellt 
»erben. Da$ ©tubium biefed etilen Sibftymir« mag »iellei<$t einigermaßen 
trotfen erföetnen; ober man bürfte, roenn audj ni<$t baä SBerftänbnifj , bo# 
baö Schalten ber bort oorfommenben ©äfce unb Wormeln etwas fdjwierig 
ftnben. rat&e bem Anfänger, flcf; bur<$ aflenfallfige 3 WC ^/ ein 
crftmaligcä ßefen bei tym jurücflaffen fännte, m$t beirren ju lajfen, unb 
nia)t $u glauben, bafj er bie fdinmtlicfcen ©dfce be« erften 5lbfd^nitteö oottig 
tnne baben mü&te c£e er weiter geben bürfe. ^inbet berfelbe aber beim 
©tubium be$ gleiten unb bann be8 britten 5lt>f^mttd eine ^Berufung auf 
früher feftgejtellte Definitionen ober Sebrfdjje, fo tfl bur^auö notfng, bajj er 
jebe$inal $u ben barüber gegebenen (Erläuterungen gurmffetyre unb fic ju 
feinem ßigentbum raadje, inbem er fieb bemüht, gan$ in ben ©inn ber ge* 
brausten 3lu$brü<fe einzubringen unb oon ben au« jenen ©dfcen fltefjenbcii 
niatyematifcben Folgerungen eine fixere Uebergeugung gu gewinnen. 

Der gweite 9lbf<$nitt banbelt oon ber Dpnamif be« materiellen $punct$ 
in ben oerfcfyiebenen gdHen einer abfoluten gerablinigen ober frummlinigcn 
Bewegung unb einer relatfoen Bewegung. 3n Setreff ber ledern ijl e3 
mir, roie iä) glaube, gelungen, burtt; Slnwenbung ber geometriföen 2Retyobe 
bie (Sin|u$t in jene $(>eorie ju erlei^tern, wel#e <£ortoli$, nadjbem er 
fte im 3<>Mntal ber polptccbniftyen ©$ule oeräffentlicbt batte,*) in feiner 
VJlttyanit flarrerßörper**) wiebergab, unb weld)e in meinen 5lugen 
einen feiner roo^lbere^tigten *lnfprü#e auf baS Slnbenfen ber gelehrten Sßelt 
ausmalt. 

Der britte 2lbf#nitt gibt eine Darlegung ber allgemeinen ßc^rfdfce über 
Bewegung unb ©lei<bgewicf)t beliebiger ßbrper. (Sr verfallt in jwet Kapitel, 
oon benen jlcb ba$ eine mit ber Dpnamif, ba$ anbere mit ber ©tatif be* 
fdjäftigt. 93on biefen beiben feilen unferer SBiffenfdjaft fommt fytt nur 
«agemeine« $ur ©pra#e, wd^renb ed ber gortfefcung beö SBerfcö oorbe* 
galten blüht, bie ©tatif ber ©eil--©p(ieme, bie ©tatif arttculirter ©vjlcme 
oon ftarren Körpern, bie oerdnberli^e Bewegung flauer Körper um fefle 
Sljen, fowie bie Elemente ber SRaföinen mit 9lü<fft#t auf bic Reibung 
ab$u£anbeln. 



') Journal de l'tfcole polyt, cah. XXI et XXIV. 
") Mtfcanique des corps solide«, p. 40 et suiv, 



Digitized by Google 



XII 

SDer t>ierte 2lbf<$nitt enblia) fjat jum ©egenftonbe bie mefentli#ficn 
ßenntniffe au« ber £&brofiatif. 3$ fabe W x bargetyan, wie bic (Sigenfäaft 
ber nac^ allen Seiten gleiten $reffung eine golae au8 ber ben oollfommenen 
gtöfftgfeitfyujianb ctyarafterijtrenben 2lbwefen[;eit ber Reibung ift. 

2m ber 9lbft<#t, bie gormein ber 9Ke#anif unter einfacher unb fore* 
ttyenber ©ejtalt ju ermatten, fcabe iä) mehrere fefle 33e$eidjnungen ange* 
nommen, »on benen einige bereit« üblity, anbere aber neu finb. 

SDrütfen bie 93u<^fraben F, F', . , , . Gräfte auö, fo bebeuten bie 
3ei^en F s , F',, . . . . bie ^rojeettonen biefer Strafte auf eine 9lje ber x. 
(Sbenfo wirb burefy v„ v' y bie iprojecrion ber ©eföwinbigfett v auf bie 2l$e 
ber x unb bie ^rojection ber ©efa>inbtgfeit auf bie Sfee ber y aus* 
gebrütft. 3uwetfen tritt ein fota>r 3nbe$ am untern XfjcU beö 23u$fiaben8 
neben einen fa>n borljanbenen Snberj fo bebeutet j. 93. y 0 eine Anfangs* 
gefcfywinbigfeit , unb v o „ bie ^rojection berfelben auf eine 9tje ber x. 

$er 23ud>fiabe oertritt fletö baS SSort Arbeit (travafy 23eseid)net 
F eine ßraft, fo ift baö 3ei$en fcF ju lefen „Arbeit ber tfrafr F." 

SDer 23u#ftabe i» erfefct immer ba$ SBort Moment. Die 23e$eid^ 
nuug JWo*F wirb auSgefprodjen: „Moment ber Äraft F gegen bie 9l$e Ox." 

SDer ©utyftabe Sfttty flott beö SBorte« Summe. 3. 23. £F X bebeutet 
bie Summe au« ben <projecttonen ber toäfte F auf eine Sfee ber x, wobei 
biefe Gräfte in beliebiger 2tn$af>l oor^anben unb etnjeln burd) F', F", F'" k. 
angebeutet flnb. $ene ©e$eicfmung E unterfa)eibet flä) oon bem 3eia>n j 

barin, bafj festere« eine Summe unenbli# Keiner Elemente auöbrücft, wet#e 
untei SDijferentiafform auftreten. 

£>er 23u#ftabe g ifi auSfaptiejjlia? jur #e$ei#nung ber conflan ten 
23efa)leuntgung burrfc bie S#were »erwenbet ©Ut ber ÜTieter unb 
bie Secunbe alö Sängen* unb 3«tein^eit, fo ifi für bie ©reite »on $ari$ 
g = 9,8088. 9Kan wirb auf S. 78 flnben, warum iti) oermieb, jene ©ro&e 
bie „Sntenfität ber Schwere" ju nennen. 

£>er $ua;ftabe * bebeutet überall baS 23er(>attui& bes tfreißumfangS ju 
feinem SDurdmteffer. 

Scbe gtgur ber am (Snbe be$ 23anbe8 beigegebenen tafeln ifi neben ber 
golgenummer no# mit einer Heineren 3afyl »erfetyen, wela> auf bie be* 
treffenbe Kummer be$ £e$te$ aurürfweipt. 
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Son bett *ctf$tebeuett 3»riö*n *w 3Kedmtüf* — 3»e<* tiefet SBu^eö, 



SDie 9Keti&anif,*) im »eitefien Sinuc be« SBortS, ift bie Sßiffenföaft, 
welche im ungemeinen bte ©efefce unb Urfadjen beröetoegung bei ftörper 
jnm ©egenfianbe $at, unb in befonberem ^afle bie ÜBebingungen betrautet, 
unter benen bie tforper im ©lei#geroid>te bleiben, b. b- in fönfye beim 
Jöorfyanbcnfein mehrerer fidj »tberfhettenben Urfa^en gut Bewegung. 

2)ie allgcmeiuen SBafcrfjeiten biefer SBiffenföaft machen jufammenge* 
nommen bie rationelle 2J2e#anif au$; fo genannt, meil bie »on i&r 
gelehrten <5ä|je mittel flrenger ©djlujjfolgcrungen au$ einer geringen 2ln$abl 
öonOrunbbegriffen unb fßrineipien ober einfachen 9faturgefefcen t>er* 
geleitet »erben j in ber 5trt, ba{j — wenn einmal biefc ^rineipien atö ©runb* 
fäj&e angenommen finb — bie Sluäforüdje ber rationellen Sföedjanif bie ©eltung 
matJ?ematif$er Sßatyrtyeiten tyaben , m\$t überall unb unter allen Umjlänben 
beliehen, ofyne irgenb eine 3tu$nafyme ; fte finb alfo — mit einem SBorte — 
ßetyrfäfce. ©leidwte aber bie ©eometrie oon Figuren auägeljt »elc&e ft#, 
ffreng genommen, an ben förperlidjen ©ebilben ber Statur niemals finben, 
ebenfo nimmt au# bie rationelle ÜKectyanif in mehreren tyrer ßetyrfafce Körper 
oon folgen (Sigcnfdjaften an, »ie ftc bie n>irfli#en Körper nie ooHig beftjjcn ; 
man mu§ ft# bejftalb immer benm&t bleiben, bajj in biefem gaüe bie bur# 
bie Sßiffenföaft gewonnenen 6afcc auf t&eoreaföen £ppotbefen berufen unb 
ft$ in ber mirflidjen ßörperwelt nur annät>erung8toetfe betätigen. 

3n ber Drbnungöfolge ber toiffenföaftltc&en ©tubien reifjt [xä) bie ratio* 
nelle 2Red?ani( unmittelbar an bie reine 2Ratyemattf. 3u ber geometrtföen 
Slnföauung ber aufeinanberfofgenben Sagen cineö beweglichen $unctc$ unb ber 
oon tym bur^laufcnen linearen {Räume fügt ficbie 93or|ieDuug oom 3 eitmafc c, 



•) £>et «Kante fomtnt »om ariedjiföen t*VX ttV1 i» 2R affine. JDie Sefrre ton ben 2Ra« 
feinen biibet fceutjutaae nur einen £&etl Ux 2Re<$anif. 
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unb au« bicfer Öerbinbung ergibt ftd) ber Begriff ber ©cfchwtnbtgf ett. 
9(n ba« öolum eine« Äorper« fnüpft bic 2Keci)anif nod) ben Segriff ber OK äffe, 
»ermöge welcher gwei oerfchiebene ßorper oerfchiebene ^ntenfitaten ber bewe* 
genben llrfachcn erforbern um eine unb btefelbe Bewegung anzunehmen. 

©ewöhnlid) wirb bie rationelle 2Recf)anif in gwei XfynU eingethcilt, oon 
benen ber eine — bie ©tatif — anöfct)lie§lich »on ben Bebmgungen be« 
©leid)gewid)t« ber Körper f)anbeft, wahrenb ber anbere — bie 3) p n a m i E *) 
— ftei) mit ben Begebungen ber Bewegung $u ir)reu Urfadjen befd)aftigt, 
weld) lejjterc Äraf tc heifcen. ©ei bem ©ange be« oorliegenben Bud)e« »erben 
fid) bie ßc^rfä^c ber Statif al« Solgerungen au« ben »efeutlt^en 6a^en ber 
Stynamif herau«jiellen. 

£ie rationelle ÜKechanif ijl bie nothwenbige ©runblage oerfd)iebener 
2Bi|fenfchaften , welche man al« 3 TOC ^3 C & cr 3Jied)anif nach ihrer allgemeinfren 
Bebcntung betrauten fann* biefe ftnb: bie mattyematifcfyc Stfrronomie 
ober 2Äcdt?anif be« Rimmels ; gewiffe Slbfdmitte ber mathematt fchen 
$r)üfif; bie Xtjeorie ber Stabilität »on (£onjrructionen* bie bpna* 
mifd)e Xtytoxit ber Sftafchinen; bie «^pbroulif. Bon tiefen fünf 
3weigen fluten jtdj bie beiben erften auf bie t;öcr;fren ©ebiele be« matl;ema* 
tifd)en 2Biffenö, unb fc^einen , forootyl wegen ihre« ©egenftanbe« al« wegen 
ihrer <5d)wicrigfeit, auf eine Weine %al)i geteerter Bearbeiter angeroiefen gu 
bleiben, dagegen jlnb bie brei übrigen, um ihre« praflifdjen ^htjjeu« willen, 
unter bem ©efammtnömen ber angeroanbten 2Red)antf n>efentltct)e Be* 
jtanbtheile ber 3 n g c nieurwiffenfd)aft geworben,* fie berufen einerfeit« . 
auf ejperimentalen 2$atfatyen r anbrerfeit« auf ben teid)teften ©ä^en ber 
rationellen 2Red)anif, unb oerlangen — neben bem nötigen ©efduef gu 
mathemattfehem 6d)lte§en — nur oerhaltnifimä&ig wenige Borflubien, na* 
mentlid) wenn man ftd) auf allgemein ÜSichttge« befdjrdnft. 

SDie angewanbte afledjanif, al« Inbegriff ber eben angegebenen brei 
9lbt&etlnngen, unterfcheibet ftd; in mehreren fefjr erheblichen fünften »on ber 
ufuellen ober tnbuflriellen 2Red)anif, welche bie (5igenfd)aften ber 
2Rafd)inen unb ba« Berfat)ren bei b«ren Gonftruction fennen lehrt, liefen 
Unterfd;ieb wollen wir fur$ beleuchten. 

eine 9Rafd?ine befleht im 2lHgemeinen au« mehreren, tl)eil« feflen, theil« 
beweglichen ©tücfen, welche fo unter fleh »erbunben jlnb, ba§, wenn man 
bem einen biefer Bejranbtheile eine gewiffe Bewegung erteilt, baburch 
fiimmte Bewegungen an ben .übrigen beweglichen ©tücfen ber gangen Borrid> 
tung erzeugt werben. SBirfungen foldjer 5lrt führen ben tarnen lieber* 



*) S3om flriedjifdjen dvvafiig, Äraft, öetm&gcn. ©tc ltnterfndjuitfleu , ttefdje 
mit ißcroegUHg befc^äfttgen oljne Me Ätäftc mit in ©etradjt ju Jie^en, ße^&vcn jur 
ßeometrifdjen SRe^anit unb nid;t $ur JJtynamtf. 
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tragung ober $ran$mtffion bcr ^Bewegung, unb. bie tfenntnifc ber 
biefür anjuwenbenben üJiittcl leitet auf bic Äunjt, mit #ülfe eine« oernunft* 
lofen ÜRotorS Operationen auszuführen, für welche oft bie ©efdjicfttdjfeit ber 
geübteren #anb nfc^t ausreichen mürbe. S)er Übeil ber tnbufrriellen SRechantf, 
welker an ben Sföafdnnen »ofnehmlich bie jwifchen ben oerfchiebenen 93eroc* 
gungen it)rer 23e*jtanbtheile fiattfinbenben Delationen betrachtet , o(me bie 
äu§crn Urfadjen btefer ^Bewegungen (b. i, bie Sntenfität beö SKotorö unb ber 
Sßiberftänbe) in [Rechnung $u gießen, tonnte bie geometrifche Wlttyanit 
genannt werben, weit bie ^ier »orfommenben SKethoben auf ben (Hegeln ber 
©cometrte beruhen. Diefe 2Jicthoben ftnb febr oerfebieben unb oft höcbfi 
jtnnreich ; baö fpeciede 6tubium ihrer jablretcbcn (Kombinationen gehört jeboch 
nicht eigentlich jur angewanbten ÜRechanif, welche bloö bie einfachen Segriffe 
über bie XranSmiffion ber ^Bewegung nßt^tg bat, um 93etfpicte für bie 
bpnamifd)e Ztytoxit ber 2Kafebtnen liefern ju tonnen. ÜWit biefem 
tarnen belegen wir nämlich bie SBtffenfcfyaft , welche bie \?on ben SRafcfyinen 
(entweber in ihrer ^Bewegung ober in ihrem ©leichgewi#töjuftanbe) aufge* 
nommenen ober ausgeübten Gräfte ber ©eredmung unterwirft; fte bient als 
gührer beim ©ebrauebe ber ÜJtotoren , welche- bie 9?atur ber ^nbuftrie j Ut 
Beifügung fteHt; unb ohne fle würbe bie geometrifche 2Hcchanif cberen grojer 
ftufcen übrigen« nicht $u be|rreitcn ifl) (jaufig unfruchtbar bleiben. 

Sin anberer £f;ctl ber inbuflrieHen 2Ke<hanif begießt fleh <wf Wc (5on* 
ftruetton ber ÜK affinen; er behanbelt bie Qngen|a)aftcn ber 2Kateria* 
Ken, bie ßunft jie gehörig 511 oerbinben, unb bie Regeln nach &«iwn man 
für jebeS <5tücf ber SWaförne bie feiner Aufgabe entfprechenben formen unb 
$imenftonen beflimmt. SDie Sporte ber (Stabilität ber (Sonfhuctionen triftet 
btefer 5lbtheitung fe^t wefcntltehen JBorfchub, macht aber nicht bie ganje 
Slbtheitung felbfi aus. 

^üblich umfaßt bie inbufhietle SKed)amf noch bie mechanifche £ech' 
notogte, b. b. bie ßchre Oon benjenigen ^nfhumenten, welche man 2Ber-f* 
jeug^üRafchtnen (machines - outils) nennt , unb welche — geleitet oon 
ben jebem einzelnen gafle angemeffenen Vorrichtungen jur JranSmiffion ber 
Bewegung — bie oerfchiebenen Operationen ber Snbufrrie unmittelbar aus* 
führen, bie oeroottfornrnnete gabrifation oon ÜKafchinen felbfi mit inbegriffen. 
2)ahin gehören: <ßrc&rnafebinen , 23ohrmaf<hinen , SMämafchinen , ©raoir* 
mafchinen, $ufoeriftrmafcbinen, <5pinnmafchinen, Sßebmafchiucn 2c. &ie ©e* 
geuftänbe, mit welchen fieb biefer ST^eil ber inbuftrieflen aflechanif befa§t, machen 
ben £aupt$wccf aus nach bie übrigen hinftreben ; allein bie SBiffenfcbaft 
beft^t in betreff berfelben nur wenige allgemeine S3orfd>rtften , unb bie 93e* 
lehrung barüber hat ftch sunt gröjjern Xfytil an ^Betreibungen, ßeichnungen 
unb öerfuche 311 halten. 

JDiefe flüchtige 5luftählung mag hinreichen, um einigermaßen bie Spenge 
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»on theoretifc&en.Setracbtungen, X&arfactyen unb 93erfaf>rung$n>eifen $u über^ 
bltcfen, welche ftd) unter ben allgemeinen tarnen ber 2Re#anif einreiben laffen. 

2)aS gegenwärtige SBerf betrachtet als feinen befonbern ©egenftanb bie 
2J?ed)anif für ben Ingenieur. £ftff*tö* wirb bie wiebtigtien »on ben 
ftrengwabten unb allgemeinen gefyrfäfcen ber rationellen 9#ed;anif »or- 
fütyren unb beweifen, bann bie annctyernbeu ü^etfjoben ber angewanbten 
ÜRedjanif au$ctnanbcrfe{jen, welche — mit «g>ütfc ber burety bie Erfahrung 
gelieferten 9tygaben — baju bieneu foflen, bie auf fefle (Eonffructionen unb 
auf SRafdnnen bezüglichen Aufgaben, foroie tyubranltfcfje fragen, burd) iKedj* 
nung unb unter »ractiftyem ©eftdjtäpuncte ju löfen. 
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(giftet? midynitt 

Slflgemeine 23e$rijfe. — ^Definitionen ber ©rögen welche ber 

SDIecfyanif etgenttyümltd) fmb. — 9tumeriföe unb $eometrifd>e 

digenfdfyaften' biefer ©röjjen. 



(txfits Kapitel. 

2>te 93emegung, unabhängig oon i$ren Urfa^en 

betrautet. 



§. 1. <ißUid)fortnifl.e tBew^ang eine« flunrtc*. 

1. 2>ie Bewegung eines ^uneteä längö einet geraben ober frummen 
ßinie ifr gleichförmig, toenn berfelbc gleite SBegftrecfcn (immer im näm» 
liefen ©inne) in gleichen 3eitabfd)nitten burebtäuft, »ie Kein man fleh aud& 
biefe 3^iten benfen mag ; morauö folgt, bajj bei einer unb berfefben gleicbför* 
migen Bewegung beliebige ©tücfe beö burcblcuifenen 9laume$ ftd> »erhalten 
nüe bie auf iljre 3itrucffegung »erroanbten ßetten. 

2. £er ©egriff ber 3 c i t entfpringt an$ einer bur<h Erfahrung er* 
laugten 23orftelIung, unb bebarf hier feiner befoubern Definition. 

ein beliebiger 3eitübfc^nitt hat einen 9lnfang unb ein Gtnbc; jenen nennen 
»ir ben erften ober Anfangs 'Slugenbltcf, bicfeS ben legten ober 
(Snb--2lugenblicf, ©omit ifr bezüglich ber 3ett ein Slugenblicf baffetbe, 
»aö in einer ßinie ein geomerriföer (ßunet ifl, unb in ber beflimmten ©pra<he 
ber ÜRecfjanif bat ein Stugenbiicf ebenfomenig irgenb eine 2>auer, alö ber 
$unct eine Sänge hat. 

3. Gebeutet 

e' ein gemiffeS ©tütf be« linearen Olaume« ben ber fragliche $unci 
burrhläuft, 

t' bie 3eit »eiche »erflie&t toät)renb biefe« ©tücf $urücfgelegt »trb, 
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3. 



e irgenb ein anberes (stüdf bes oon jenem $uncte burchlaufenen Raumes, 
t bie für bie 3urücflegung biefeS ©tücfeä e aufgewenbete 3eit, 

fo ift, nac^ ber Definition in Dir. 1., bte Bewegung beö betrachteten $uncte« 

gleichförmig , wenn 




Die erfte biefer ©(ei^ungen brüeft bie ©leichheit jweier reiner 3at)len 
an«, »eiche unabhängig ftnb oon ber SBaht ber Einheiten für föaum unb 
3eit; fte jeigt blo« an, ba&, wenn bie 3eit t ba$ Doppelte, Dreifache, 23ier* 
fache...., bie Raffte, ba$ Drittel, ba$ JBiertel...., jwei Drittel, brei 23ter* 
tel.... ber 3eit t' ift, bann auch ber lineare föaum e baö Doppelte, DreU 
fache k. beä Kemmes e' betragt. Die jweite ber obigen ©leichungen fpricht 
bie ©leichheit ^weter ©rö&en auö, bereu numerifcher 5tu«btucf je nach ber 
2BahI ber Einheiten ftch dnbert. Sie fejjt {ebenfalls »oraua, bajj bie 3eiten 
t unb t' auf eine unb biefelbe (übrigen« beliebige) Einheit belogen ftnb, 
benn ohne biefe oorlaufige Operation würbe man bie Sebeutung ber Duotienten 
e e' 

-p — nicht oerfrehen tonnen. Doch ifl bie gweite ©leichung h omogen, 

wie bie erfiej b. h» toenn fte richtig ifi für gewiffe Einheiten beS 9?aumS unb 

ber 3eit, fo bleibt fie auch richtig aenn man M e K Einheiten änbert. 

e ' 

Sejeichnet man ben Ouctienten burch a, fo ift bie (Sigenfchaft ber 
gleichförmigen Bewegung auägefprochen burch ©leichung 

~ = a , ober e = at , 

in welcher a eine (Sonfrante ifl, wdhrenb e unb t »eränberlich finb. 

Die ©röfce a, welche für eine gegebene gleichförmige Bewegung oon 
ber gewählten 3eiteinheit abhängt, jeigt, nach ber Ity™ gormel, ben SRaum 
an, ber in ber 3eiteinheit jutücfgclegt würbe, ober boch in berfelben jurücf* 
gelegt werben würbe bei hinreichenb fortgefefcter unb frets gleichförmig blci* 
benber Bewegung. 

Diefe ©rö&e a ober ~ heißt bie ^ntenfttat ober ber abfolute Sßerth 

ber ©efchwinbigfeit welche ber betrachtete $unct beüfct. 

2Ufo wirb bei gleichförmiger Bewegung bie ©efchwiu* 
bigfeit, ihrem abfoluten SBerthe nach, burch ben in ber 3eit* 
etnheit burchlaufenen töaum gemeffen, ober allgemeiner 
burch ben Ouotienten auö einem ber burchlaufenen 9täume 
bioibirt mit bem numerifchen Sluöbrucf ber 3eit innerhalb 
welcher biefer föaum gurüefgetegt würbe. 
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4. Der mimeriföe 5luSbrucf ber ©efchwmbigfeit »erfangt bie befttmmte 

SBahl einer 3citetn^ctt unb einer fiängeneinbeit. 2)te in ben gormein ber 

2Recf>nntf allgemein angenommene 3eiteinheit ift bie ©ecunbe, b. b- ber 

86400|le Zfyäl be« mittleren Sonnentag«. 5Die (Stnjjett ber Sange ober 

be« «Raumes, beren wir und für unfere 23eifpiele bebienen werben, foU ber 

2Reter fein. Wlan brüeft biefe boppelte Uebereinfunft baburc^ au«, ba§ 

man fagt, bie ©efcijioinbigfeit fei beregnet jn Detern auf bie ©ecunbe. 

©leicbwobl gebraust man h«t unb wieber auch Sluöbrücf e, wie bie fofgenben : 

©efchwmbigfeit oon 100 gu§ auf bie Minute, oon 20 teilen auf bie (3eit--) 

©tunbe. SBirb aber eine gleichförmige ©efchwmbigfeit in fo(d;er 2lrt ange* 

geben, fo ifl e« leicht, barau« bie ©efchwmbigfeit in Detern auf bie ©e* 

cunbc ju erfchliejjen. Setragt 23. bie ©efchwmbigfeit ba« einemal eine 

SBegftunbe oon 4000 Detern (Heue de 4 to ) auf bie (3ett--) ©tunbe, ein anbermal 

100 englifche gu§ auf bie 2Kinute, fo erhält man in SWetern auf bie ©ecunbe 

<. n ck ff 4000 . . 1 c n u 100 . 0,3048 A CAO #x 
beim erften gaH 3ßöö"= 1 + beim jtoetten gatt ^ = 0,508.*) 

5. 9Kan fte^t balb, bafj jur ©efiimmung ber gleichförmigen Bewegung 
eine« <punctc« auf einer gegebenen ßinie bie ^ntenfttat' feiner ©efönunbig* 
feit nicht ausreicht, fonbern noch ber ©utn berfelben anzugeben ift. £at 
man aber einmal ben ©ebraueb ber algebraifcben 93orjeicben jur Jßcjlimmung 
ber Sage eine« $uncte« auf einer gegebenen Siuie ftcb flar gemacht**), fo 
wirb man leicht bie ©enüfcung biefer 3etchen auf bie Jöeftimmung be« ©inne« 
einer ©efchwmbigfeit au«behneu fönnen. (Sin 23cifptel möge bte& jeigen. 

Aufgabe. 2Ran !ennt 1) bie Sage Mo welche ein auf einer 
gegebenen Sinie Os (gig. 1.) beweglicher $unct in einem ge- 
wiffen Slugenblicf inne ^at; 2) bie ©cfc$winbigf eit, mit wtU 
eher biefer $unct ju einer gleichförmigen ^Bewegung an* 
geregt wirb; 3) ben ©inn biefer Bewegung (ob oon Mo 
gegen s ober umgefebrt). (£« fei nun bie Sage M ju befiim* 
men, welche ber bewegte $3unct einnehmen wirb nach 23erflu& 
einer gewiffen 3eit, oon bem 9lugenblicfe an gerechnet wo 
er fich in Mo befanb. 



•) Sei ber 6ec ©^ifffabrt gilt afs (Sin&eit ber ©efäroinbfgfett ber Änoten. Die 
3afrf ber Änoten, welche ein ©djiff auf bem SReere ma$t, ijl gieidj ber Hnjafcl 
(franj.) geogvavbjfajer 2Jtcüen, bie n>äf>renb einer Stunbe jurüefgetegt »erben, ©ie 
ge*gravf>ifrf)c SWcile ifi ber britte X&etl einer ©eemeüe (Heue marine) ober ber 
fed)jigfte I&eil eine« Orabet ; if?re Sänge beträgt alfo ungefähr 1852 «»teter. 2Ritb> 
entfvridjt ein Jtnoten einer ©eföioinbigfett »en 1852» auf bie Stunbe ober oon 
0» 5U auf bie ©ecunbe. 

••) <Srunble$ren, 9tr. 3. 
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Um bie ^Betrachtung ganj allgemein $u Ratten, fei 

t bie feit bem Wugenblkf , wo ber bewegliche ijhinft in M 0 war, abge* 
laufene 3 f it> i cncr 5lugenblicf fyeifjt ber erfie ober anfängliche, weil 
oon ihm auö bie in bie Rechnung eingeführte %tit t gejagt wirb; 

8 0 bie 2)iftanj be$ $uncteä M 0 oon einem als befannt oorauögefejjten 
*Puncte 0 auf ber ßinie Os, welcher per Urfprung ber 2)ijtan$en heifct; 
biefe 2)iftan$ b 0 ifi algebraifch aufjufaffen , b. h- fit ift eine mit einem 
93or$ei$cn bt^abtt fiange, unb jwar mit 4* mit — , je nach' 
bem fie oon 0 au$ in bem alö pofitio angenommenen Sinne ober im ent* 
gegengefefcten aufgetragen ift; ber $unct M 0 , »on welchem bie ©röfje s 0 
abhängt, f)t\%t bie erfie ober Anfangslage M beweglichen ^uncteS, 
wa$ jeboch nicht fo $u oerftehen ift als ob fich ber $unct erft oon bort 
auö in ^Bewegung fefce, fonbern oielmehr nur anbeutet ba& ber bewegte 
ißunet mit jener Sage in bem Slugenblicfe jufammentrifft, welcher alä Anfang 
ber Qtit t gilt; 

V bie ©efebwinbigfeit be$ ^Beweglichen ; eine conftante @rö§e, aber 
pofitio ober negatio, je nachbem baä 23eweglia)e im pofttioen ©innc lauft 
ober im entgegengefefcten; 

s bie 2)ifranj bc$ ÜBeweglichen oom Urfprung 0 nach Ablauf ber 3*it t; 
ba$ 3eichen, »eiche biefe 2)iftan$ annimmt, gibt an, in welchem ©inne fte 
aufzutragen ifr. 

2Kan hat nun, wie leicht gu fehen, 

2>iefe ©leichung, beren föicbttgfeit fleh für alle gäfle erprobt welräc 
hinftebtfich ber SBerthe unb JBorjeichen ber barin oorfommenben ©rö§en 
möglich ftnb , h^i&t bie ©leichung ber Bewegung für baö oben bt* 
trachtete ^Bewegliche, ©ie ift alfo bie allgemeine ©leichung für bte 
gleichförmige ^Bewegung eines $uncte8, b. b. pa§t auf jeben 
beliebigen $atl, fobalb man nur ben ßonfianten s 0 unb V bie bem einzelnen 
gatte entfprechenben 2ßcrthe btilt^t. 

6. SJufcjalie* (Ss finb bie Sagen be« beweglichen für $wet 
gegebene Slugenblicfe befannt, unb überbiefc weifc man, ba& 
feine ©emegung auf einer gegebenen ßinie gleichförmig oor 
ft<h öeht; man foll bie ©leichung biefer Bewegung finben. 

2)ie gefuchte ©leichung hat jebenfaHS bie gorm s = s 0 -f Vt [1]; aber 
bie conftanten ©rö&en s 0 unb V flnb nicht unmittelbar gegeben, fonbern 
erft 31t berechnen. 3u biefem 3wecfe fann ber Urfprung ber Sifianjen unb 
ber Slnfang ber 3eit naa) SBiUfür gewählt werben. 

©inb 

8 t unb s 2 bie Dtfianjen ber beiben befannten Sagen oom Urfprung 0, 
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9 v ^ Kr. 7. 

ti unb t 2 bie 3«^"/ wtdje f c ^ & em «rft«« Wugenbticfe »erfloffen jlnb 
bid jene beiben Sagen erreicht rourben, 

fo mu§ bie obige allgemeine ©leitbung [1] befriebigt »erben, roenn man 
in \f)t für s unb t glet<bjeitig bie SBertbe s 4 unb tj , unb bann s. 2 unb t 2 
fubjiituirt; man bat bafcer jroei ©leitbungen für bie 23ere$nung ber Unbe* 
fannten s 0 unb V, nämli<$ 

h = so 4- Vt t unb ß 2 = Bo + Vt 2 , 

woran 3 folgt 

V = ?» ~ s * unb 8ft = M - ~~ S2tl . 

$)ie ©leiti&ung ber ©eroegung, b. b. biejenige rrelc^e bie ßage beä ©e* 
n>egli<ben für jeben beliebigen Slugenblitf liefert , ergibt ftd? nun, roenn man 
obige SluSbrütfe für V unb s 0 in ber aflgemeinen ©fetebung [1] fubfiiiuirt. 
ORan bat fonad) 

2>ie nämlt(r)e Bewegung roürbe auet) burd? bie ©leict/ung 

• - «, = i 2 — !' « - o 

auögebrütft fein, ju beren #erffrllung man guerfl s 0 au$ ben ©leidwngcn 
s = 8 0 + Vt , s t = s 0 -f Vt, bnreb 6ubtraction climinirt , unb bann an* 
f^reibt bafc bie fo erhaltene ©lei^ung 

s — s t = V (t — t,) 

bureb bie glei<b$eitigen SBertbe 8 2 unb t 2 befriebigt roerben mujj, roorauö ftcb 
ber SBertb 

V = * 2 "" 8 < 

ergibt, ben man nun in ber uorbergebenben ©leicfcnng fubfiirmrt. 3n *>tt 
auf biefem SBege erlangten gormel liegt jebodj ber Sßerty ber £)ijtan$ ß 0 
oom Urfprung nid?t mefyr unmittelbar oor Slugen.*) 

§. 2. Von ber wänberltd)en Bemeflunfl eine* flunde*. 

7. SBenn bie Semegung eine« <puncte3 niebt glet<bförmtg ifl, b«§t 
ü eranberli<b. 6ic ifl periobtfet) * gleichförmig, wenn gemiffc auf* 
einanber folgenbe gUtcbgrofje Mdume in gleiten ßeiten burdtfaufen roerben, 

*) 93emerfen6roertlj ifl bie Analogie greiften ber Ülufl&fung biefer Sfafgtt&e unb ber« 
iemgen, bei welker man bie ©leid>ung einer burd} j»ci gegebene ^unete gefcenbeu. 
©eraben »erlangt. 9lr. 92.) 
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o&ne ba§ biefe Sebingung anfy für bie Unterabteilungen jebe« einzelnen 
töaume« erfüllt wirb, (©eifpielc: ber 3eiger einer Secunbenubr; ber ©ang 
eine« Spiere«; bie Bewegung eine« <puncte« auf bem Umfange eine« 2Baf[er* 
rabe«, beffen ©Räufeln oom Sßaffer fio&weife getrieben werben.) 

8. £ie oeranberlicbe Bewegung eine« <punctcö auf ber oon tym burd)* 
laufenen geraben ober frummen Stute iji benimmt, fobalb man für jeben 
Stugenblicf bie {Relation t>at, weld?e fiattftnbet gwifdjen ber (Entfernung s be« 
beweglichen oon einem feflcn <Punctc btefer Sinie, unb ber feit einem ange* 
nommenen Anfang« Slugenblitf oerfloffenen 3eit t. £)iefe Delation fann in 
öcroiffcn gatten ana(otifd) au«gebrücft werben, burd) eine ©leicfyung, welche bie 
23ewegung«gleidmng be« betrachteten $uncte« (>ci§t. 

Söirb oon einer folgen ©leiebung ganj im Olligemeinen ge&anbeft, fo 
mä(>lt man gewöhnlich bie Jöejeicbnung 

s = F(t), [2] 
wobei ber Söucbftobe F irgenb eine Function anbeutet 

9. @« ifl oon 2Bid)tigfeit, in'« ßlare ju bringen, wa« man unter ber 
©efebwinbigfeit eine« in oeränberlicber Bewegung begriffenen $unctc« 
für einen befrimmten Slugenblicf $u Oerzen ^abe. 

tiefer «ßimct babe in einem gewiffen SlugenMicfc bie Sage M ; oon bier 
au« burcblaufe er ben föauin MN in einer gewiffen 3eit t, welche man fo Hein 
annehmen fann, ba§ wetyrenb berfelben ber ^unet fid? immer im ndm(id>en 
©tnne bewegt-, alfo oon ber Sage M ft# fortwabrenb entfernt. $cr 
MN 

Duoiient — , ber ftcb ergibt wenn man bie Sange MN burety ben numert-- 

fd)en 2lu«brucf ber Seit t bioibirt, fott bie mittlere ©ef^winbigfeit 
feigen mit welcher ber föaum MN betrieben worben ift. 

ftimmt man nun für t nach unb nach immer ffeinere unb Heinere 
SBerrbe an, woburd) auch ber töaum MN (ohne feinen Slnfangöpuuft M $u 

anbern) in'« Unbefttmmte abnimmt, fo ftrebt ber Cuoticnt einer be* 

jlimmten @rcn$e ju. SMefer @ren$wertb ijl bie 3 ntenfi tat ber ©e* 
febwin big feit be« beweglichen tyunete« in bem Slugcnblicfe wo er fta) in 
M befinbet; unb biefe 3 n te n ßtät* öerbunben mit bemjenigen ^orjeiapen 
„ welche« bem Sinne ber Bewegung entfpriebt, gibt ben algcbraifcbcn 9lu«bru<f 
ber ©efdnoinbigfeit. Um bieg fuq au«jubrftcf cn , fagt man, bie ©e* 
fd;winbigfeit eine« ^ßunete« in einer befrimmten Sage fei ber 
Duottent au« bem unenbltcb fleiuen (pofitioen ober nega- 
tioen) Haum, ben er oon jener Sage au« gunddjfi iu befdjreü 
ben ^at, ' bioibirt burd> bie bafur aufgewanbte unenbltch 
Heine 3ett. 
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Vlafy biefcr Definition unb ben ©runbbegriffen ber Differentialrechnung*) 
hat man , »enn s = F(t) bie ©feichung ber 23e»cgung ift (8) unb v bte 
©efch»inbigfett am (Snbe ber 3eit t bezeichnet: 

unb biefe ©ro&e ift pofttio ober negatio, je nachbem ber $unct im ermahn» 
ten Slugenblicfe im pofttioen ober im entgegengefefcten Sinne läuft. 

#ält man obige Definition mit berjenigen gufammen, reelle (3) für 
bte @efch»inbigfeit bei gleichförmiger 23e»cgung gegeben rourbe, fo ergeben 
fta) fotgenbe 23emcrfungen. 23ei ber gleichförmigen 53c»egung erhält mau 
flctd ben nämlichen Duotienten, »elcbefl ©tief be8 burefrtaufenen töaume« 
man auch immer burch ben entfpre^enben 3 c ^ au f n>an ^ > bioibiren möge; unb 
be^batb wirb man, »enn für biefen gatt bie foeben gegebene allgemeine De* 
flnition ber ©efcbtmnbigfeit in 2lu»enbung fommt, biefelbe gleich bem in 
jeber <5ecunbe betriebenen föaume flnben. ©et ber oeränberltcben ©e»c* 
gung aber ift bie ©efebwinbigfeit nic^t mehr ein in ber 3eitein^eit »irfücb 
burchlaufener Kaum. 2Ran fann fic hier af« ben Olaum aufraffen ber in 
einer (Sccunbe betrieben »erben »ürbe, »enn biejenige Bewegung, »eiche 
in ber unenblicb Keinen 3cit nach ober oor bem betrachteten Slugentticfe 
ftattfinbet, eine ©ecunbe lang ftcb gleichförmig fortfefcen tonnte. 

10. 9luf eine anbere für bie OKecbanif »iebtige ©röfje fommt man 
bei ber Betrachtung aufeinanbcrfolgenber 28erti)e einer oeranberlichen ©e* 
fcbnunbtgfeit. 3|i v bie ©efcb»tnbigfeit nach ber ßeit t, unb v + 4v bie 
@efcb»inbigfcit nach ber (oom nämlichen erften StugenMicfe aus gewählten) 
3eit t -f Jt , fo ifl bie pofttioe ober negatioe ©röfce Jv ber algebratfcbe 
3u»ach« ben bie ©cfchwinbtgfett »ährenb ber 3eit At erlangt bat. 

Der Duottent — ifi bie mittlere 3unabme ber ©ef<£»tn* 

bigfeit, auf bie 3eiteinheit berechnet, innerhalb be« 3eit* 
räum« Jt. 

Jöermmbert man dt fort»ät)renb , fo fommt biefcr Ctuotient beliebig 

nahe an einen @ren$»erth ^, unb biefer hei&tbie 93ef<hfeuntgung auf 

bie 3eitetnheit — ober einfach bie Sefcbleunigung**) — in bem 
betrachteten 2lugenbli<f e , b. h- ®nbe ber 3eit t. 



*) m. , 9er. 220. 

•*) SKati finbet juwetfen ben SluSbrucf 93ef<h teunt gnng ber ©efdj winbigtei t; 
berfelbc erf^eint aber at« ein $leona*mu« , benn ba« 2Bort ©efiteunigung (tn 
geu)5$nUc$en Sinne bebeutet fdjon Steigerung ber ©efd>n> tnbt gfeit 3n 



* 
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dv 

£>iefe ©rß§e^ fann, wie fowo&l pofitm alö negatto »erben; 

pofitit) ift fle # wenn für einen beliebig Meinen 3u»ü$8 kc* 3«t bte an ftet) 
poftttoe ober negative (skfd)winbigfeit algebraifdj grd§er n>irb, b. b. ftd) bem 
pofttio Unenblidjen $u* unb »cm negativ Unenbtia)cn abwenbet; negati» ba* 
gegen wirb fie, wenn bie ©efdjwinbigfcit atgebraifd) Meiner wirb. üftan fic^t 
U\d)t, ba§, wenn ©efebwinbigfeit unb 93efü)leuuigung einerlei Üöer$eicfycn 
fyaben, bie Bewegung ftd) befa)Ieuuigt im gewßl?nlid;cn Sinne be8 SBortSj 
unb ba§ fte im entgcgengcfejjtcn ftaüe r»er$ögert n>irb. 

SDicfe allgemeinen Betrachtungen mögen nun burdj einige Beifpiele er* 
läutert »erben. 

1t. (SttjteÖ 23eifuiel. ©feidjformfg »eranberte »ewegung. 

SDie Bewegung eines bomogenen fpf>ärifd?en ßerpere, »eitler unter ber 
dinwirfung ber Schwere über eine geneigte ebene tjerabrctlt, gehört jur ein* 
fad)ften 2trt r>eranberiid)cr Bewegung. 3äbtt man ben burdtfaufenen «Raum 
unb bie bafür aufgeweitete 3eit immer »on ber Sage unb r»on bem klugen* 
Miefe auä, wo bie Äuget (we(d;e bis bar>in in föube war) ber Sßirfung ber 
©etywere allein überlafTcn worben ift, fo »ermatten ftd), ber (Srfatyrung gemä&, 
bie oom 2Kttte(punct ber Äugel betriebenen (ber [Riefen (Sbene paraßeten) 
SBege wie bie Ouabrare ber entfpreebenben 3citen. SDtcfe Bewegung fann 
bafcer aitfgcbr&cft werben bur$ bie geratet 

e = bt\ 

STOiÖt mau ben burdrfaufenen föaum au« irgenb einem «ßunete 0 ber 
©eraben , in wefdjer ft# ber 2Rittefpunft ber Äuge! bewegt , unb fängt man 
bie 3eit in einem Slugcnblicfc ju $al)fcn an, ber nid;t mit bem Beginne ber 

bem von unfi angenommenen matbcmatifcfien Sinne ift bie 23efdjleunignng eine 
Stenberung ber ©e fdjnjtnb igt eii im SJergleid) jnr ^cit, un & M f f e *^ cn * 
berung ift pefitiu ober negativ. 

IDie ©röfjc ~, welche in neuefter ßeit ben Warnen S3efd)teunigung erbaften &at, 
dt 

wirb in ben Se^rtmdjcrn ber anaiwttfdjen SPtedjanif befdit ewnf genbe Äraft 

genannt. Diefe Sluebrucförneife bat für Anfänger baS QXiötid)c, bafi fie einer 

SBirfnng einen Warnen beilegt welcher eine llrfadje bejeid)net; fi< foöte befftatb, 

wie wir glauben, beim llntcrridjte »ennieben werben. 

Wimmt man s = F(t) als C&teidjung für bie Bewegung eine* $un(te& auf einer 

ds 

geraben ober frummen 2inie an, fo r)at man für bie ©efdjwinbigfeit ▼ =s unb 
für bie 33efd)tcunignng 

ds 

dv _ d, dt 
dt dt' 

2>iefe lefctere SDarfteflung ber Ableitung jweiter Crbnung »on s nad) t wirb ge- 

wö$nltd) mit ber öejeidjnnng 5 ■ »ertanfdjt, wetdjc ganj baffelbe außfagt. 

dt* 
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Bewegung gufammcnfättt, fo £at Der SluSbrucf für btc (Entfernung s bes 
bcmegltc^cn fßunde* oom Urfprung 0 nad) ber 3eit t btc gotm 

s = s 0 + at + bt 2 . [4] 

93ei paffenber SBafcl ber ben (Son|ianten s 0 , a, Jb beijugebenben S3orjeid)en 
itmfa&t biefe gormel aud) noer; ben gad , wo ber Körper , e(>e er ftdj felbft 
überlaffcn wirb, burdj irgenb eine 93cranIafTun<j eine ^Bewegung längs ber 
9?id;tung be$ graten ©efäüö ber (Ebene ermatten ^at, entweber in auf» ober 
in abfkigenbem ©inne. 

(SS ifl i)kx noety nic^t ber Drt, auSeinanberjufejjcn warum bie obige 
©leia)ung gilt. 3nbem man fte »orlanftg als SluSiprucfc einer burc&'S 
(Ejperiment gewonnenen Sbatfadje anfielt,*) foH an tiefem Seifpiele nur 
beutlicty gemalt »erben was bie ©cfa>inbigfeit bei oeranberlicfcer Öcmegung 
fei 5 unb sroar juerfl o£ne ©cnüjjung ber Siffcrcntialredmung. 

SKimmt man für t einen beftimmten 2Bcrtt) , fo finbet man burd) bie 
gormel s = s 0 + at -f bt 2 ben entfprec^enben Söertl) oon s , welcber angibt 
in melier Sage ftci> ber bewegliche TOittclpunct ber Äuget $u (Snbe jener 
3eit t beftnber. £ur# t werbe ein fefyr fleiner 3eitraum bejeif^net welker 
|ta> an bie abgelaufene 3«* t anfd;ltc§t, unb burety s t bie 2>iftan$ beS be* 
rceglict)en $uncteS oon 0 ju (Snbe biefeS 3«t--3 un >actyfeS. 3u* Sefiimmung 
toon s 4 bient bie ^Icict)ung 

Sl = s 0 + a (t + r) + b (t + t)« 

£>ie SDifferenj a t — a ifl ber in ber ^tit r befct)rtebene töaum; tt>r 3eict)en 
gibt ben ©inn ber Bewegung ju eifennen; unb wenn man biefen föaum 
turdj r biotbtrt, £at man bie mittlere ©eföminbigfett wä(>renb btefer 3eit; 
alfo 

= mit«, ©cföm. = a + 2bt + br. 

met)r t abnimmt , um fo netyer fommt biefe ©röfce bem 9ßert£e a -f- 2bt, 
welker fomit bie gefügte ©efdjwinbigfcit angibt. 9Kan fetyreibt beS&alb 

v = a + 2bt. 

3u biefem töefultate wäre man na# ben erfren Regeln ber Differential* 
rect)nung unmittelbar gelangt, buret) Slnwenbung ber gormel v = - auf 
ben StuSbrucf [4] oon b als Function ber 3cit. 



•) ffienn man beefcadjtet, ba§ bie Difianjen s be* Sewegltdjen t>on einem feften 
tyunete 0, beren juge^Brlge Reiten in arit&metifdjer ^rogreffion «eben, eine {Retyc 
bllben für »eldje bie jweiten ©ifferenjen 0lei$ werben, ertennt man bafj s eine 
Function jweiten ©rabe« von t ifl (©£. 9fr. 129.) 
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12. £>en mittlem 3uwa<$3 bet ©efötoinbigfctt auf bie 3«t«ntyeit, bet 
ft$ innerhalb be$ 3eitraumö ergibt (10), finbet man mittel« ber beiben 
©leictyungen 

v = a + 2bt unb ▼ + = a + 2b (t + Jt) , 
au$ benen folgt 

£ = 2b - 

5)iefe ©rö&e ifi conftantj mithin ifi im gegenwärtigen gaHe au<$ bie 
iöefcf;Ieunigung ^ confiant unb = 2b. 

13. 9lu$ 23orfre$>enbem jie^t man folgenbe 6<$tüffe: 

1) 3>n bet bur# bie ©leicfyung s = s 0 -f- *t -f- bt 2 auSgebrüdftcn 23e* 
roegung mibert bie ©efebtoinbigfeit ji<b mit jebem 9lugenbli<fe. 

2) 23ei 23eginn bet 3eit t ift bie ©eföwinbigfeit = a. liefet (pofittoe 
übet negatioe) Sßerty bet&t bie 2lnfang$gef<$»inbigf eit, unb wirb 
^äuftg burdj V 0 bejei^net. 

3) SDt€ ©efebtoinbigfett wä$ji in bet 3ctotn$ett um bie (pojttioe obet 
negatioe, aber conftante) ©röj?e 2b, roetdje bie confiante 93ef<^leunt* 
gung genannt roirb unb im gofgenben bur# ben Sucbftaben j bejeübnet 
fein foß. 

14. Die (Sigenfdjaft bet conftanten ©eföteunigung bat bet tyier betyan* 
belten 33c»egung ben Flamen bet gleid? förmig bef(t)Ieunigten 23 e* 
roegung oerföafft. £>ie gteidrförmtg befebteunigte 33emegung ifi alfo <$araf* 
teriflrt bur<$ bie brei ©tetdmngen 



in benen jebet 23u#ftabe feine roo^umerfenbe JBebeurung fcat. (s 0 , r 0 unb j 
ftnb pofttioe obet negatioe (Eonjranten.) 



15) 2lnmetfmtgetu 

1) 93on ben brei obigen ©leidjungen futb bie beiben (efcten an« ber 
erficn hergeleitet motben. Umgefc&rt (äffen jt<$ abet au# aus bet legten bie 
beiben anbern erhalten, biö auf bie Gonftonten v 0 unb s 0 , toet$e roiUfötti^ 



s = s 0 -f- y 0 t + T jt* 
v = v 0 -fjt 
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Bleiben. Sntegrirt man namfi$ bie ®(cia?ung dv = jdt unb tagt ba$ %n* 
tegrat mit t = 0 anfangen, fo tommt 

v - v 0 = jt; 

ds 

rctrb bann für v fein 2Bert& — gefegt unb bie $iebur<$ cntjietyenbe ©tetc^ung 

ds = v 0 dt + jtdt 

iniegrirt, fo ergibt jia) 

2) Die ©fetdjung v = v 0 -f jt liefert bei einem gcttiffen SBert^e uon t 

ben 2Berty Null für bie ©efrfuoinbtgfeit v. Dabei iji xooty ju merfen, 

ba§ eine null geworbene ©efdjroinbigf eit nidjt immer Stube 

bebeutet, ein epunet iji in föu(>e, wenn er rod&renb einc$ getmjfen enb* 

liefen 3eitranmö bef)arrfid> biefelbe Sage einölt. (Sin in ^Bewegung begrif* 

fener $unct £at in einem bejrimmten 2lngenb(i<fe bie ©eföroinbigfeit 9tufl, 

MN 

roenn bie mittlere ©e|cf)tt)inbigfeit — toetyrenb bet 3 C ^ T / w>clct>e auf btefen 

T 

Slugenblicf folgt, bei ftetiger Verringerung oon r felbft obne (Snbe abnimmt.*) 

16. 3toctteö »eifniel. a ine ungleichförmig »eränberte ftewegung. 
(E$ feien AB, CD, EF, GH (gig, 2.) aufetnanberfolgenbe 
Sagen einer beweglichen oerticaten ©eraben, beren oberer 
(Snbpnnct mit gleichförmiger Bewegung ben $rei$ ACEG 
burcfytäuft, fo ba§ alfo ber <Sa)nittpunct biefer ©eraben mit 
einer #ori$ontalüuie Ox abmecfyfetnb »on 0 na$ N unb oon 
N nad? 0 rücft. 2Ran oertangt bie (Steigungen für bie 58 e* 
roegung biefeS ©#nitt»unct$.**) 

•) 3ur llcbung. 

Qtä finfc nadjjreljenbe ©äfee ju beweifen : 

1) Sei ber gleichförmig »eränberten Bewegung ifr bie einem gewiffen 3"trauate 
entfprecfyenbe mittlere ©efdjwinbigteit (n>ie fte in 9iro. 9. beftntrt würbe) ba« aritb^ 
metifdfe SWittel au« ben ©efdjwinbigfeiten im erften unb im testen Slugeitblicf jene* 
3«itraum$. 

2) *öet ber nämlichen Bewegung ift bie ©efdjwinbigfeit in irgenb einem Hugenblicfe 
gleid) ber mittlem ©efdjn)inbigfeit be« Seweglidjen für einen 3eitraum f beffen SWitte 
ber betradjtete SUigenbltcf ifr. 

3) SDiefe ßigenfdjaften finben jid) nidjt mefyr bei einer anbern ^Bewegung , j. S3. 
berjenigen weldje burdj bie ©letdjung s = at 3 djarafteriftrt wäre. 

•*) $on feidjer 9lrt ungefähr wäre bie Bewegung beä Äolbenö an einer ©ampfhtafdjine 
wenn bie Senffrange, bie ii)n mit einer gleichförmig rotireuben Ätubel verbinbet, 
im Sergleid} jum Äurbelarme eine fo grojje Sange t)ätte bafc fte mit ber 9lje bed 
SDampfctjlinberd nur febr Keine SBintel biibcn tonnte. IDenft man ftdj nämlich, biefe 
3lr.e in ber Verlängerung »on AG, unb bie gentjiange beinahe parallel mit AG, fo 
würbe ber Äolben ftcb, faji ebenfo bewegen wie ber $uuft L ober ber $unct M. 
(Sgl. 9lr. 189.) 
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<S* fei 

V bie cenffrmte ©eföwinbigfeit auf bcm Greife j 
r ber #albmeffer O'A be« Äreifcäj 

CD eine beliebige 2age bet bewegten öertteafen, »et#e bie #ori* 
joniaie Ox in M fdjneibet ; 

t bte 3eit innerhalb welker bie öetticale oon AB nad^ CD fommt; 
x bie SDiftanj OM; 

v bie ©cföroinbigfeit be$ beroeglt^en @#nittpuncre* M auf Ox. 
man $at gunä^fl OM = AO' — LO', ober x = r — r cos AO'C; 

Vt f Vt~\ 

arc. AC = Vt (3) j SB. AO'C = ~ 28.) ; dfo x = r \ \ — cos - J . 

$ur# Differentiation biefer guncrion ergibt ft<$ bie ©eföroinbigfett v 
ober ^; man finbet (@2. 235.) 

Vt 

v = V sin — , ober v = V sin AO'C. 
r 

2>ie ©efcfynunbfgfeit v ifi bemna<$ nuö »enn bie beroeglittye ©ertieafe 
jl# in AO ober in GH befinbet. 3&r SRajimum ijl V, unb tritt ein wenn 
bie 23erticale bur# 0' getyt. Sie wirb negatio »enn ber obere (Snbpunct 
ber bewegten ©craben unter ben 2)ur#meffer AG ^erabfomuit. 

dv 

511« ©efd&feumgung ^ finbet man auä obigem 2lu$bru<f für v 

* 

dv V* Vt . dv V» A/Vn 
— _ cos — , ober — = — cos AO'C. 
dt r r dt r 

SMefe ©ro§e anbert fi# affo, tyrem abfoluten SBert&e na$, innerhalb 
V 2 

ber ©renken — unb null. 

$&it man bie beiben gormein für bie ©efcr)rotnbigfeit v unb für bie 
dv 

©cfdjleunigung ^ gufammen , unb legt bem SBinfet AO'C nad> unb naep 

oerfdjiebene 23ert!je bei, fo fann man »on allen bei ber ©eroegung bes 
*Puncte« M eintrerenben Umjränben ffledjenföaft geben. Die folgenbe Safet 
gewahrt einen Ueberblüf über biefe Di^cujfion. 
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ttr. 17. 18. 



SBtnfel 
AO'C 


©efdjrotnbio/ 
reit v 

auf Ox 


9efd}(euma,ung 




0 00 


V* 
r 


30 


0,500 V 


V* 

0,866 — 


60 


0,866 V 


0,500 


90 


V 


0,000 


120 


0,866 V 


— 0,500 — 
r 


150 


0,500 V 


— 0,866 — 


180 


0,000 


_ V ' 
r 



$3ebcutung t»cr Wormeln. 



Die ©efdjwtnbigfeit ift null unb im ©eariff 
ju warfen. Die $3efd|leuniauna. bat tyt 
9Jtar.imum. 

Die <$e|'dm>inbigfcit ift poftti« unb wädtf, 
aber weniger rafd;. 

©ie »ädjft fortroäbjenb, aber nocfy lanajamer. 

Die ©efcb>iitbta.feit bat it>r SWajimum er- 
reicht ; bie Sejcfyteuniguitfl, ift null. 

Die ©efdjroinbigfeit nimmt ab. 

€>te »erminbert fidj ft>rtn>äbrenb , unb j»ar 
noch, rafdjcr. 

Sie ifi null unb wirb »on b^ier au$ neaativ ; 
bie negative SJefdjlettniauna, ftef?t im iwarj- 
mum it?reö abfluten Sßcrtljc«. 



©efct man biefe lafet weiter fort, inbem man ben Söinfcl AO'C »on 
180° bt$ 360° ^nehmen la&t, fo fteht man, bafc ®cfct>tt>mMgffcit unb 93c- 
föleunigung biefclben abfolutcn SBertlje wie oorhin, aber mit ben entgegen-- 
gefefcten Jöorgei^en , erhalten , wie e$ aua> offenbar ber gatt fein mujj. 



§, 3. ©röpitfd)< ParfltUunj ber Jew^ung tmt* Jßnncttt. 

17. fconfrrutrt man eine Suroe mit #ülfe jweier (Soorbtnatenajen fo, 
ba§ bie Clbfciffen ben abgelaufenen Otiten t, bie Drbinaten ben zugehörigen 
£>ijtanjen s be$ beweglichen Sßuncteö oon einem fejren $uncte proportional 
ftttb (wobei nämlich tiefe 2)ijianjen auf ber Dorn beweglichen ^unete befchrie* 
benen ßinie gemeffen werben), fo gewährt biefe ßuroe ein fehr auöbrutföooUe« 
23üb ber Bewegung unb ber in ii>r oorge^enben 93eranberungen , fclbji wenn 
fle abwec^felnb »orfchreitenb unb rücfgängig wirb. 

18. 93ei ber gleichförmigen Bewegung ttiit an bie ©teile ber Gurr* 
eine ©erabe, beren Steigung gegen bie 9l$e ber 3eiten »on ber ©efchwinbtgfeit 
be$ beweglichen ^uneteä abhängt unb »on bem 93erhaltni& ber beiben ßangen 
welche man jur SDarfhUung ber 3eiteinheit unb ber Einheit ber Dijlanjen 
gewählt h«i- 

(3ur Uebung zeichne man bie Oerfchiebenen Sagen ber ©eraben , welche 
ber ©leichung s = s 0 -f Vt [1] in <Nr. 5 entforechen , je nach ben 
öorgeichen ber ©röfcen s 0 unb V.) 

©«langer« ÜR<$anif. 1. Z 
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19. 3ft bie Bewegung eine gfeicbformtg wänberte, fo (wt bic gu tyrer 
93erjtnnlicbung bienenbe (Suroe bic ®teia)ung 

3 = S 0 -j-V 0 t+-Jjt« [5] 

unb ijr eine ^arabet, beren $aupta$fe \>üxattti $ur Hcbfe ber Raunte 
liegt. (©2, 9ir. 124.) 

(©elegcutyeit ju grap&tfdjen Uebungen geben nueber bie »ergebenen Sagen 
ber *parabc( je nacb ben Sorten oon s 0 , v 0 , j.) 

20. 33ei ber SBerftnnlicbungäcuroe irgenb einer oeranberfieben 23e»e* 
gung gibt baö ©efall ber Guroe gegen bie Wje ber 3^ten, ober ber auf 
biefe 9tje belogene Dicigungäcocfftcicnt # ) in einem befh'mmten Ißiincte , bie 
©eftbroinbigfeit im entfpreebenben 91ugenblicf an. £>ie§ folgt au$ ber 

ds 

©leidmng v = ^ ober aueb unmittelbar geometrifcb au« ber in 9ir. 9. 

gegebenen Definition ber ©efetynrinbigfeir. 3 cner 9leigungdcoefficient unb bie 
entfprecbenbe ©cfd^toinbigfdt ftub numertfeb glet$, wenn man bei (Sonjlruction 
ber ßuroe ben namltdjen 9Ka&frab für bie tftäume voie für bie $tittn ange* 
nommen tyat, b. fj. wenn eine unb biefelbe Sange bie (Sinfyeit ber $)iftan$ 
unb bic (Jin&cit ber 3*it »orflcüt. ©an^ allgemein aber erhalt man bie ©e* 
febnunbigfeit in einem beftimmten ?Jugenblicf, wenn man bureb ben entfpre* 
cbenben *punct ber ßuroe eine Sangente an biefe jietyt, unb ben 3«^$$ 
mißt , ben bie Drbinate ber Sangente annimmt nntyrenb bie ttbfciffe um tyre 
(Einheit roaeböt. 

21. 9(n ben ftnnreidjen Apparaten, n>ct<be ^oncelet ausgebaut unb 
SKorin (für feine 23erfnd)e über bie Reibung) au$gefül;rt bat, jeidniet 
ber bewegliche Äorper felber eine feuroe jur JÖerflnnlicbung feiner ©eroegung. 
SJlau bebient f{<^> ju biefem 3 Wf< fr entroeber einer (EplinberfWctye ober einer 
(Sbcne, meiere ft<b beibe gleichförmig breben muffen ; bie 9lje ber Drehung ifi 
im erften gatle bie geometrifebe 9l$e be$ <&jlinberö , im jroetten gafle ftebt fle 
fenfreebt $ur dbene. SBaljrenb ein Körper ftcb in geraber 2inie nacb irgenb 
einem ©efefce bewegt, befdjreibt ein an iljm befefftgter 3«<bnung$jhft auf ber 
fia) breljenben gläcbe eine (Euroe, mittel beren fidj aufcinanberfolgenbe Sagen 

*) Unter beul ber Äürje wegen einflcfüf>rten 9lu$brncfe ©eftHi ober 9tciguna,$? 
coef fteient einer ©eraben nad> einer (Soorbinatenase tcrfteljt man, wenn j. bie 
9(jc ber x gemeint ift unb bie (fterabe bic ©leirintng y = ax -f b bat, ben cou- 
ftanten (Soctfificnten a, weiter im gallc ted>tw»(nfctitjcr üeerbfnaten bic tvigenome- 
trifdje Xangcnte bcö aßtnWS jwii'^en ber ®craben unb ber 3ü;c anSbrücfr. 3Ni$ 
©efäll einer ßnrvc in einem gewiffen ^uiute ift ba* GS^fda ber ©eraben welche 
bie ünxu in biefem qjunete berührt. (,m. 88 u. 220.) 
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beö Stifts für üerfc^icbcnc Slugenbltcfe nortjweifcn (äffen, wenn man nur bie 
jwifchenliegenben 3eitraumc fcnnt. 

22. (Sine geometrifd^e Darftcllung ber Bewegung fann man auch nod> 
burch eine Guroc erhalten beren ^Ibfciffcn ben 3*itcn unb beren Drbinaten 
ben ©efchwinbigfeiten proportional finb. 2Öir »ollen ber Einfachheit falber 
rechtwinfelige ßoorbinatenajen annehmen, unb bie »ergebenen gäüe burch-- 
gehen welche fich barbieten fönnen. 

3ft bic Bewegung gleichförmig , fo erhalt man eine ©erabc parallel $ur 
9lje ber 3«ten ; ihr Abftanb oon biefer 9lje tjt bie confrantc ©cfchwinbtgfeit ; 
unb ba bei gleichförmiger Bewegung ber jurücfgelegte OTaum gleich bem tyxo= 
buete au« ©efehwinbigfeit unb 3«t ift (3), fo brüeft ber ftlächenraum, welker 
burch bie ©erabc , bie 5lbfciffenaje unb jwei ju beftimmten 9lugenblicf cn ge* 
porige Drbinaten eingefchloffen wirb, ben $wif<hcn biefen Slugcnblicfen burch-- 
laufcncn JRaum au«, wenn man nämlich übercinfommt, bafj bie Einheit biefe« 
(entern linearen {Raunte* oertreten werbe burch bie gleiche bc« töcchteef« 
au« ber Einheit ber auf ber $bfciffena$e abgetragenen ßeitett unb ber Einheit 
ber al« Drbinaten genommenen ©efchwinbigfeiten. 

23. Die Berflnnlid)ung«linie, welche man nach biefer ^weiten 9lrt er* 
hält, ift auch noch für bie gleichförmig »eränberte Bewegung eine 
©erabe, weil bie ©efehwinbigfeit proportional mit ber 3eit wa"ch«t. 

Die Drbtnate am Urfprung be« Eoorbinatenfpjiemö*) ift bie Slnfang«-- 
gefchwtnbigfeit. Der 9teigung«coefficicnt ber ©eraben nach ber 9l$e ber 
Reiten ift numerifch gleich ber Bcfchleuniguug , wenn bie nämliche ßänge bie 
(Siiibeit ber 3eit unb bie Einheit ber ©efehwinbigfeit abgibt. Allgemeiner 
ift bie Befchleunigung bargcftetlt burch ben 3uwaa)« ber Drbinate welker 
einem ber Einheit gleiten 3uwachfe ber 5lbfciffe entfpndjt. Der t>on einem 
beftimmten 9lugenbltcfe biö $u einem gegebenen ^weiten Slugenblicfe $urücf-- 
gelegte 5Beg wirb »orgcjteUt burch ben glachenraum jwifd^en ber geneigten 
©eraben, ber 5lje ber 3«ten unb ben ju jenen 9lugenblicfcn gehörigen Drbi* 
naten, woUi aber — fall« etwa bie ©efehwinbigfeit wahrenb biefe« $tiU 
räum« ihr %tityn geänbert hat unb burch 9iull gegangen ift — ba« ober- 
halb ber 3«itaje gelegene glächenfiücf pofitio, ba« unterhalb liegenbe negatio 
ju fajfen ift. 

Durch biefe geometrifchen Betrachtungen läjjt fia) beweifen, bajj, wenn 
bie ©efehwinbigfeit burch bie Formel 

v = v 0 + jt 



*) »gl. m. 9tr. 88,3. 



Digitized by Google 



9tr. 24-27. 20 

gegeben tfr, bie JMfiana beö beweglichen <puncte$ »on fetner Anfangslage 
nacb ber 3«* t 

e = v 0 t + ^ jt» 

bargejMt wirb,- welche 3 C ^ CU au $ v o «nb j baten mögen. Sßtr unter* 
laffcn hier biefen ^Betrete, »eil ber (Safc bereite früher (11 unb 15) burcty 
^Rechnung feftgejiellt mürbe. 

24. 3fr bie 23emegung nach irgenb einem ©efefce »eränberlty , fo gibt 
bie golge ber «(Juncte, bereu Slbfciffen ben ßeiten unb beren Drbinaten ben 
©efcbwinbigfeiten proportional ftnb, eine Suroe. $>ie %Utyt jungen gwet 
Drbinaten ifl au# l)kx noty ber 5tu«brn<f für ben jwifc^cn ben entfpre^en* 
ben Stugenblicfcn burcblaufenen 58eg, wenn biefer gläcbenraum gan$ auf 
einerlei 6eife »on ber 9l$e ber 3eiten liegt. <£in unenbltcb fleineö Stücf 
ber (Suroe fann man als gerablmig betrauten, unb mithin bie entfpre^enbe 
Bewegung roetyrenb ihrer unenblicb htrjcn Dauer att gleichförmig oerdn* 

dv 

bert j ihre 23efc^leunigung — tfi alfo bargelegt burch ben gugetyöngen 9M* 

gungScoefftcienten ber Guroe ober ir)rer Tangente (10) , unter 23erücf j!d)tU 
gung ber für bie Slbfciffen unb bie Drbinaten geltenben (Einheiten, rote 
oor^in (20) auäemanbergefefct rourbe. 

25. UcbmtgS « Aufgabe* — <&$ fei bie graphifebe DarjieHung einer 
33ett»egung nach ber in 9tro. 17. angezeigten SBeife gegeben} man leite barait« 
bie 2)arfieüung berfelben ^Bewegung na<h *Wro. 22. ab,* unb umgefehrt. 

§. 4. Jtnolnttfdje JParJteUuna, ber Itoeijnng etneo flutteten 

im Kannte. 

26. SBenn »on ben brei (Soorbtnaten x, y, z eine« beweglichen $nncte« 
(belogen auf irgenb brei Ajen mit gemeinfc^aftli^em Urfprung) jebe als 
Function ber Seit t gegeben ift, fo mujj babur<$ offenbar bie Sage be8 
$uncie$ für jeben Stugenblitf benimmt fein. 2)a$ Auftragen biefer ßoorbU 
naten auf bie brei Ajen führt ju ben jufammengehörigen ^rojectionen bc$ 
beweglichen <puncte$, b. h» auf bie Sctynittpuncte biefer 2(jen mit brei (Sbencn, 
welche man parallel ju ben (Soorbinatenebencn burch jenen $unct in bem 
Augenblicfe legt wo bie ^tit t enbet. 9lx. 18.) 

27. 2)urcb Elimination »on t au$ ben brei ©letchungen, welche bie 
Delationen jwifchen x, y, z unb t auöfprechen, erhält man bie ©leiebungen 
ber betriebenen <£ur»e, ba biefe bura) bie fcoorbtnaten x, y, z be« bewege 
liehen *punctc« in jeber beliebigen Sage bejfelben befriebigt »erben müifen. 
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21 9lr. 28. 

SöetftiieL 6inc ebene ßuroein ber(5bene ber xy. — SDic 23c» 
»egung bet «ßrojection P auf ber 2t$e ber x fei eine gleichförmige , unb 
bie ber ^rojection Q auf ber 5tje Oy eine gfeidrförmig oeränberte. Segt 
man ben Urfprung 0 ber Ajen in ben «{tonet, burd) welken ber bewegliche 
$unct gefct trenn bie 3ett t beginnt, fo £at man (3 u. 11) 

x = at unb y = bt + et*, 

folgte 

unb bieg ifl bie ©leid&ung einer «Parabel, beren #auptaje parallel $u Oy 
liegt. (©2. 9lr. 124.) 

• 

28. Die 2Iu3brücfe oon x, y, % in Function öon t geigen bie 33cn>o 
gung jeber «ßrojection be3 Jöeroeglictyen auf ben 9(jen ber x, ber y unb 

dx dy dz 

ber z. Die Ableitungen ^ , , ^ jmb bie ©efönunbigfeiten biefer $pro* 

jectionen. Diefe ©eföminbigfeiten flehen nun mit ber ©efönunbigfeit beä 
«punete« im Ofaume in einer Uifyt »a^rgune^menben ©egie^ung; nämlich : 

£efjrfafc* Die ©efd^nunbigf eit ber $rojection eine« im 
föaume fid) betoegenben «puneteö auf eine Stje ifl gletd) ber 
^rojection fetner ©efchroinbigf eit auf biefelbe 21 je. 

SBetociS* — 1) 23en>egt fld) ber betrachtete QJunct im Kannte gerab* 
linig unb gleichförmig , fo ifl feine ©efdjftunbtgfeit ber Kaum MN ben er in 
ber 3 e itä n $ e ü betreibt; unb ftnb P, Q (^ig. 3) bie ^rojectionen ber 
SPuncte M, N auf bie 9(je Ox mittel ber jur (Soorbinatenebene yOz parat» 
lelen ßinien MP, NQ, fo ifl bie ©treefe PQ bie ^rojeetton ber @e* 
fetyttunbigfeit MN. Da nun biefe 6trecfe oon ber ^rojection bed 
93et»eglichen auf ber 5tje Ox in ber Stiteinfyät burchlaufen wirb, fo tfl fle 
gugleid) bie @efd)tt>inbigfeit biefer ^rojection. 

2) 3fx bie betrachtete 93en>egung frummlintg, fo fei ($ig. 3) 

M bie eben flattfinbenbe ßage be$ ^Beweglichen j 

M 0 MM' bie oon ihm befd^rtebene (£uroe; 

MN eine Tangente berfelben, im ©tone ber Bewegung gerietet, unb 
an Sange gleich ber ©efchroinbigfett. 

Unter ber ^rojection ber ©efdjtmnbigfett auf eine 2lje ifl nun nicht« 
anberes $u oerflehen als bie «protection oon MN auf biefe 5lre. 2Baf>(en 
wir g. 23. bie ^rojection PQ auf Ox unb bezeichnen fle mit v, , fo ifl ju be-- 

wetfen bajj v, = ~ , inbem — ber ana(ptif*e 2lu$brucf (9) für bie ©e* 

dt at 

fc^winbigfeit ber «protection auf jener 2Jje ifl. 
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9lr. 29-31. 22 

Qtö fei MM t — ds ber uuenblid) Meine Sogen weiter longS ber Tan- 
gente in ber ßeit dt burd)laufen n>irb , unb P t bie fprojection oon M t auf Ox, 
fo ba§ PP t = dx. J5ie ©erabeu MP, MjP,, NQ ließen in brei jur ebene 
yOz parallelen Ebenen; ba^er ift 

PP, :MM t = PQ :MN 

ober dx : ds = v x : v. 

25ioibirt man bie ©lieber beö erfien SJer^ältniffeS burd) dt unb fdjreibt für 
ds dx 

— feinen SBcrtE? v , fo folgt = v, , wa$ gu crn>eifen mar. 
dt dt 

SWan barf nid)t überfein, ba§ v« entroeber pofttio ober negatio ift, 
unb par ftets einerlei 3 c i$ c n mit dx ^ at » Mem dt immer als pofltto — 
im Sinne be« gortfd)reiten$ ber 3cit — genommen wirb. 

29. 3«ftfc. ®* c ' ©cfd)n>inbigfeit befl !8ew>eglta)en im föaume ifl bie 
diagonale eine« <paraflelepipeb$ , beffen Tanten gleid) unb parallel mit ben 
©efd)tt>inbigfeiten ber ^rojectionen be$ ^Beweglichen auf brei Soorbinaten* 
ajen ftnb. 

30. J)ie Ü8e$eid)nung v x £at nur infofern eine oollfommcn beftimmte 
33ebeutung, alä man bie Stellung ber mit ber ?lje Ox coorbiuirten (Ebene 
yOz fenut. 

$anMt fid)'« oon orthogonalen ^rojeettonen , fo ifl 

v, = v cos (v,x) ; v y = v cos (v,y) j v, = cos (v,z) , 

unb v = Vv, J -f v y - f v.« (®2. 9lr. 47.) 

3u biefen gormein t>at v fein Söorjeid)en ; v, , v y , v, nehmen bie ÜÖPrgeu 
ct)cn ber Gofinuä an, n>eld)eil)rerfeit$ roieber oon bem Sinne ber Bewegung 
auf ber im 9taum befd)riebenen ßuroe abfangen. 

31. 2iegt bie befd)riebene (£ur»e in ber dbene ber 9ljen Ox, Oy, 
tratyrenb ber SBinfel xOy beliebig ift, fo bilbet bie ©efdmunbigfeit v mit 
jirei gu v, unb v y parallelen unb ihnen gleichen ©eraben ein 3)reiccf , in 
weldpem ber ©egemoinfel oon v baä Supplement ju xOy ift. «Kau h a * bafjer, 
nad) befannten Säjjcn ber Trigonometrie (@2. 9fr. 67. u. 65.), 

v = Vv,- -f- v y - -|- 2v,v y cos (xOy) 

V V, v y 

sin (x,y) sin (v,y) sin (v,x) ' 
unb roenn ber SBinfel (x,y) ein red;ter tfi: 

v = Vv, 2 -f- v y 2 , v, = v cos (v,x) , v y = v cos (v,y). 



Digitized by Google 



23 9*r. 32-34. 

32. »eißiiele. 3n bem »eifpiel oon 9tr. 16 ifi ber «Jtonct M bie 
«ßrojection be$ $nncte* C auf bie 51jc Oxj bicfj gibt unmittelbar 

^ = V cos (V,x) = V sin AO'C. 
dt 

SBtrb in -beut ©eifpiefe &on 9lr. 27 btc ©eföwinbigtett beä «Beweg- 
lichen nad; ber ßeit t »erlangt, fo ^at man 

v, = a, v y = b -f- 2ct, 

alfo v = Va 2 -f (b + 2ct)«. 

33. <£* fcerbient befonber« bemerft ju werben, ba§ ber fiehrfafc in 
Dir. 28 nid)t auf Sefdjleunigungen anwenbbar iftj b. I;. bei frummliniger ©e* 

dv 

wegung ifi bie 93efd)leunigung ber [protection beö beweglichen [ßuncteä 

auf ber 5tje ber x nicht gleich ber auf biefelbe 91je. belogenen ^rojection ber 
dv 

$efchleunigung -jp läng« ber Dichtung ber Tangente an ber befd)ricbeneu ßuroe 

gemeffen.*) ®o ifl $. SB. in bem gaUe ber 9?r. 16 bie ©efdjleunigung be$ 
beweglichen auf bem greife ACE . . . null , n>tl(jrenb bie ©efdjteunigung ber 

V 2 Vt 

<projection M ben »eranberlichen 23crth — cos — hat. 



§. 5. Don oer 4ßefd)urinbia.kett eine* flnnrU in J&ejielmng auf 
ein in fBemegung begriffene ßarre* geometrifche« &n|Um. 

34. SDcfmiiton ber relativen fBetoegung« — - SBa^renb ein [ßimct M 
irgenb eine Bewegung hat, wollen wir uns suglcich oorffrllcn, bafc bret gu 
einem unoeränberlidjen £>rcifant »erbunbene goorbinatenagen ebenfalls irgenb 
eine [Bewegung im [Räume annehmen , bajj aber ein Beobachter, welcher ohne 
fein Jöorwujen au biefer lejjtcren ^Bewegung Xtytil nimmt, jenes Soorbinaten^ 
fpftem als unbeweglich betrachtet. ($n biefem gatle beftnben wir uns fortwät)renb 
fclbft, bei allen ben Unterjochungen ber SWedpanif, bei weisen wir »on ber 23c- 
reegung ber (Erbe abfegen.) Gin foldjer SBeobad;ter wirb bem ^uncte M 
eine von beffen wahrer Bewegung »erfdytebene [Bewegung $ufd;rciben, uub biefe 



# ) T>tt ©nmb baüon (äjjt fid) erfennen, wenn man bemerft, bajj j. 33. bei ortycge- 
naler ^rcjccticn v x = v . cos (v,x), imb bajj alfo v» bei einer trummlinifltn *e-- 
weamta, baö^robnet jweiev r> er änberlidjcr ftactoren ijr. Die Differentiation flifrt 

dv x dv . d cos (v,x) 

cos (v,x) + v.— d — , 

dv 

unb nirfjt Mo« ■- cos (v,x). 
at 
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fjei&t bann relatiüe ©ewcgung. Sie ifl »ottilänbig bcfiintmt, fobalb man 
in bem beweglichen Stjenfofieme bte ßoorbtnaten be$ erwähnten ^uncteS alö 
Functionen ber 3«* Unat 

£>ie Bewegung ctnc6 <puncte$ in 23c$iehung auf ein an fleh unoer* 
anberliches, aber bewegliche^ 51$enfvftcm fommt bafyer überein mit ber wirf* 
liefen ober abfoluten Bewegung eineä {ßuneted, ber in einem ähnlichen, jcbccl) 
ru&cnben 5tjcnfpfreine für jeben Slugenblicf bicfelben Soorbinaten hat wie 
ber crfle. 

35. 9telati*e ©efdjwmbtgfeit — J)ie relarioe ©efehwinbigfett, b. h- 
bie ©efchwinbigfeit ber relativen Bewegung, weicht in ber SRegel fowofjl nach 
i(>rcr gntenfität alö nach tyrer Dichtung oon ber abfoluten ©efchwinbigfeit 
ab. $iefc SBemerfung füfjrt auf folgenbe 

Sufgate* ORan foll bie Schiebungen befHmmen, welche 
$wtfchen ber relatioen ©efcbwtnbigf cit, ber abfoluten ©e* 
fd)winbigfeit unb ber Bewegung be8 doo rbinatenfvfUmd 
flattfinben. 

d$ fei A bie Sage beä beweglichen $uncte* für einen beftimmten Slugen* 
blief (gig. 4), unb AV = v eine ©erabe, welche bie abfolute ©efchwinbigfeit 
nach Dichtung unb ^ntenfität oorffelltj 

AE fei bie föüttung, nad) welcher ber fßunet A — al$ ein geometrt* 
fcher $unct betrautet, ber mit bem beweglichen 5ljenfpftemc in fefter 93ei> 
binbung ftetyt — burch baä Softem fortgetragen wirb, unb jwar mit ber 
©efchwinbigfeit v e *), welche bie 2ran#p ort g efchwinbigfeit tyi&n 
möge. 

3>n einer unenblich Keinen 3 C ^ dt ^irb ber bewegliche $unct in 23ahr* 
beit auf ber AV nach M rücfen , fo bajj AM = vdt ; wetyrenb ber am 
9(jenfpjteme ^aftenbe geometrifche $unct A nach A' fortgetragen fein wirb, 
fo ba§ AA' = v e dt. Daher mufj ber ^Beobachter, ber felbjt mit bem 5t$en* 
fufreme entführt wirb unb bejtyalb ben <punct A für fefi anficht, bem beweg* 
liehen $uncte eine Bewegung jufa)reiben, oermöge welcher berfelbe in ber 
3eit dt ben unenblich Keinen JWaum A'M burchlaufen würbe, 93e$eichnet 
man alfo bie relatioe ©efchwinbigfeit burch v r , fo tyat man A'M = v r dt ; 
mithin finb bie 6eiten bcö 2)reicrf$ AMA' ben ©efdmnnbigfeiten v , v e , v r 
proportional. 

2Btrb bemnach ein SDreiecf AVE fo conjhuirt, bafe jwei feiner Seiten 
bic abfolutc unb bie Jranäporigefchwmbigfcit (nach Sntenfitat unb Dichtung) 
barfleßen, fo gibt bic britte Seite bic ^ittenfttät ber relatiocn ©efchwtn* 
bigfeit an. 

•) Die 3?en?e<$ung biefea ßeometrij^en fünftes nennt dürtolU mouvement d'en- 
trainemeat; bafjer obi^e ^egei^nung. (Sgl. b. Vorwort.) 
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36. Denft man ff$ bte bur# Verlängerung be« (Clement« A'M er* 
baltene ©erabe A'R' in Söerbinbung mit ben bewegten Sljen , fo ifl flar , ba§ 
fte im erfien 2lugenbltcfe ber 3eit dt eine Sage AR einnehmen nmrbe n>eld?e 
mit A'R' nur einen unenbltcty Meinen SBinfel bilbet. 9hm ifl aber biefe 
©erabe bie 9ii$rung ber fdjeinbaren ©efätoinbigfeit für ben 23eoba#ter, ber 
bie 23ctoegnng ber 9ljen nic&t in Slnfdjlag bringt \ fte ifl bafcer bte fötdjtung 
ber relatioen ©efdmnnbigf eit. 

2Bo fl$'« um Darflellung ber Stiftung einer ©eraben (»anbett, ifl ein 
uiienbli# fleiner SBinfel ju oernadjläfjigen ; batyer ift bie gur britten (Seite be« 
Dretetf« AA'M parallele ©erabe bie töidjtung ber relatioen ©efönrinbtgfeit. 

37. SoHenbet man ba« «Parallelogramm AEVR, in »eifern AR = VE = v r> 
fo gelangt man %\x folgenbem (Safce, toeldjer bie ßrgebniffe ber beiben oor^er- 
ge&enben Hummern jufammenfa&t. 

fcefctfafc* Die abfolute @ef#»inbigfeit ift nad? ©röfje 
unb 9ii$tung bargeflellt bur# bie Diagonale eine« <ßaral* 
lelogramm«, beffen äufammenfloßenbe (Seiten bie relative 
©efcbtoinbigfeit unb bie Xran«portgefc$tt>inbigf eit (ebenfalls 
nadj ©röfce unb föid&tung) oorflellen. 

38. Die Diagonale AV, ooetcbe oon bem gemeinfamen $uncte A jtoeier 
jufammenfro§enben (Seiten AE, AR eine« «Parallelogramm« ausgebt, n>irb 
bie geomerrifebe «Jtefuttante biefer (Seiten genannt ; unb anbrerfeit« tyifcxi 
bie Seiten AE, AR bie ßompofanten ber Diagonale AV. Der oor* 
fle&enbe 2e$r|afc läfjt fid) bierna# au<$ in folgenber SBetfe au«fpre#en : 

Die abfolute ©efdjtoinbigf eit ifl bie töefultante au« ber 
relatioen unb ber Xran«portgefdj»inbigfeitj ober bie beiben 
lefetem finb bie (Eompofanten ber erfien. 

gerner folgt au« ber gigur: 

Die relatioe @ef#n>inbigf ett AR ifl bie föefultante au« 
ber abfoluten @ef#n>inbigf eit unb einer ©efdjnnnbigf eit Ae 
toelcbe ber Xranöportgefcbtoinbigfeü AE gleich unb entgegen* 
gefegt ifl. 

39. ©inb bie Xran«portgefd)toinbigfeit unb bie relatioe ®efa>inbigfeit 
parallel, fo ifl bie abfolute ©eföroinbtgfeit gleich tyrer (Summe ober Differenz 
jena#bein beibe einerlei ober entgegengefefcten (Sinn b<rä«n; alfo überhaupt 
gleich i&rer algebraiftfyen " Summe , toenn man jeber ©efc^toinbigf eit Das- 
jenige 93orjei^en beigibt i»el#e« bem ©inne tyrer 3tt$tung entfpric&t. 
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40. SBeifptel. — ©n (Splinber fytit eine befannte föotationSbewe- 
gung um feine 2l$e, welche fich in 0 (giß. 5) projtcirt. 6in beweglicher 
$unct bringt bei Ä in ben ßplinber ein, mit einer abfoluten ©efchwinbig^ 
feit weld;e nach @rfl§e unb 9%td>tnng burch AM bargeflellt tft, währenb 
bic ©efchwinbigfeit, bie ber ^unet A al$ $unct be$ fcpltnberä 
beftyt, burch bie Tangente AA' »orgefießt wirb. SDie nach 93oHenbung beä 
«Parallelogramm« AA'MB erhaltene ©erabe AB gibt bie relative ©efchwin* 
bigfeit an mit meidet ber bewegliche $unct im erften Slugenbltcfc in ben 
feplinber eintritt; ihre Dichtung ifi bie, welche man bem erften Elemente 
einer geraben ober frummen am ßplinber ^aftenben JRö^re geben müfjtc, 
wenn in biefe fich ber bewegliche <punct ohne Stofj einfuhren follte. — 2>iefe 
Xfytoxit ifr anwenbbar bei SSajferräbern. 

41. SBährenb ein $unct eine gewiffe ©efchwinbigfeit bezüglich beweg* 
lieber 9ljen hat, fönnen biefe fel6fi eine gewiffe Bewegung in Segiehung auf 
anbere gleichfalls bewegliche 5l$en haben; unb auf folche SBeifc läßt fleh 
eine ©efchwinbigfeit als bie SVefuttante beliebig tueler (Sompofanten betrachten. 

3«r 93crbeut(ichuug wählen wir ein Scifpiel voobti brei ©efehwinbigfeiten 
als Gompofanren auftreten. Sine ©efchüjjfugel wirb »on einem fpunete ber (Srbe 
au« in irgenb einer Dichtung mit ber fdjeinbaren ©efchwinbigfeit V geworfen ; 
jener <punct an ftch bejtyt »ermöge ber Dotation ber (Srbe eine ©efdjwin* 
bigfeit V" in ÜBejiehung auf bie (Srbaje unb auf gwei anbere 9ljcn, welche 
bie (Srbajre fehneiben unb parallel mit fich felbfl fertruefen ; enblich nimmt ber 
nämliche $nnct, inbem er als ein an baS erwähnte Stjenfpjlem gebunbener 
$unct aufgefa&t wirb, noch X^cit an ber XranSlationSbcwegung ber erbaue 
um bie Sonne; biefe erfolgt mit einer ©efchwinbigfeit V", weldje wir als 
abfelut annehmen, inbem baS gortfehretten ber Sonne au&er ©erracht bleibt. 
<£S tft nun flar, ba§ bie abfolute ©efchwinbigfeit beS «puncteS A, oon wel* 
ehern au« bie tfugel geworfen würbe, bie ffiefulrante ber ©efehwinbigfeiten 
V" unb V" ifi, unb burch bie diagonale AC (Big. 6) beS ^araUelo-- 
grammS ABC'C »orgefieüt wirb, bcjfen Seiten AB, AC biefe ©efrf)winbig-- 
feiten barftellen. 2>te ffiefulrante AC ifl bie SranSportgefchwinbigfeit beS 
$unctcS A; unb bie abfolute ©efchwinbigfeit ber tfugcl ift bie ftefultante 
AD' aus AC unb ber burch AD bargcfieUten @efa>inbtgfett V. 

3nbem man biefe ©emerfungen in'« Allgemeinere fortfefct, unb babei 
bie gig. 6 genauer betrad;tet, jief?t man leid;t, ba§ bie töefultante 
einer beliebigen Slnjahl »on ©efehwinbigfeiten nach ©rö&e 
unb Dichtung burch bie ©erabe (AD') bargefiellt wirb, welche 
ein bei ber Sage bes «Beweglichen entfpringenbcS ^olpgon 
ABCD' . . . fchlie&t, beffen Seiten AB, BC, CD'.., ben 2>ar- 
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ftellungen AB, AC, AD... ber einzelnen ©efd&winbtgfeiten 
gleicb unb im nämlichen (Sinne parallel $u itynen finb.*) 

42. „3n ©ebanfen einem puncto, ber eine gewiffe ©efebwinbigfeit beftfct, 
nod> eine ©efebwinbigfeit julegen", f)ct§t: bureb eine btofe Berjianbeöopcra* 
tion an bic Stelle ber wirflieb oorbanbenen ©efebwinbigfeit eine anbere fe|jen, 
welche bie föefnltante au« jener unb ber fjtnjugegebenen ifi. 91n ber relativen 
Bewegung eines ^unetc« bezüglich eine« beweglichen ftgenftyjiem« anbert ftd> 
niebt«, wenn man in ©ebanfen bem in abfolutcr Bewegung betrachteten $nncte 
unb bem Stjenfwfteme gleiche nub in einerlei (Sinn parallele ©efcfywuibigfeiten 
gulegt; benn baburefy werben bie (Sompofanten AV, Ae ber relativen ©e* 
febwinbigfeit AR mit jn>ei gleiten unb entgegengefefcten ßompofanten »er* 
metyxt, welche flty gegenfeirig aufgeben. 

§. 6. Von ben oerfdjiebentn Ükwgungen eines ßorren &nfUme. 

43. ftaebbem bieder bie Bewegung eine« einzelnen «ßuncte« abgef>aubelt 
roorben ijl, betrauten wir nun ein ©pftem von ^mieten, beren gegenfeitige 

' 2)iftangen unoeranbertiety jlnb, wie bei geometrifdjen giguren ; unb inbem wir 
biefe« ©pfiem in Bewegung annehmen, wollen wir bie Oletationen unter* 
fudjen benen bie ©efebwinbigfeiten ber oerftyiebenen $unctc unterliegen. 

2Bir gc&en babei oon folgenber, leidjt 311 erweifenber Bemerfung au«: 
SBenn man irgenb breien ni#t in geraber 2inie liegenbeu <ßuncten be« fiarren 
<5pftem« eine ber Bewegungen juweift weldjc ftc annehmen tonnen, fo ifl 
bie Bewegung jebc« anbern ^unete« be« Süßem« al« notfcwenbigc golge 
benimmt. 

l) Ocmeinföafttidje Xranäfationebewegung nad> geraber ober frummer Sinie. 

44. £>ie Bewegung eine« Svfiem« oon^uneten f>ei&t $ran«lation«* 
beweg ung, wenn alle biefe «funete in jebem Slugenblicf gleite unb in einerlei 
(Sinn parallele ©efebwinbigfeiten befi^en ; wobei übrigen« biefe ©efcbwinbtg* 
feiten mit ber 3eit fid^ nadj 3ntenjit5t unb 9ci$tung dnbem fönnen. 

9lu« biefer Definition folgt: 

1) ba& alle ^unete be« Softem« congruente Guroen betreiben; 

2) ba§ biefe immer in gleicben Entfernungen oon einanber bleiben; 

*J 2Ran fagt bisweilen, ein ^unet fei gleicfyjeitig mit inerteren @efd)imnbigfeiten begabt, 
ober er beftye mehrere üßeivegungen jugleid). tiefer 3lu$brutf ift nidjt in ftrengem 
■Sinne nehmen; benn in einem gegebenen 9lugcnb(icfe fjat ein Spunci bieg eine 
abfolute Bewegung. 9lur bei Setradjtuug ber relativen iöeiregungen finbet man bie 
rca&re 2lu*legnng jener 9teben$art. 
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3) ba§ bie gleichen ©eraben, welche bie nämlicr)en $unde in trgcnb 
gwei Sagen be« Spflem« oerbtnben , parallel ftnb. 

45. 3« bem befonbern galle, wo bie @ef(t)winbigfeiten eine conflante 
(Richtung behalten, t)atba« ©tyftem eine gemeinfame gerabltnige Xran«* 
lation«bewegung. 

46. 2)amit alle *puncte eine« ftarren Styflem« eine $emetnfame £ran«* 
lattonöbemegung r)aben, ifl r)inreict)enb , bafj brei nic^t in gerabcr ßinie lie* 
genbe «ßunctc eine folct)e Bewegung annehmen (43). 

2) dinfadje JRetatienSticwcftHitg unb eine fefte 2fte. 

47. SBenn brei nieftf in gcraber ßinie liegenbe «ßunete eine« flarren, aber 
in ©eweguug begriffenen ©üflem« unoeränbcrli(t)e Slbflänbe oon jwei un* 
beweglichen Sßuncten behalten , fo ifl ba« 9tämlid)e ber gatt mit allen übrigen 
^untren bc« Softem«, unb man fagt, ba« ©ofrem brer)e fi$ um bie 
fejle 51 je welche burdj jene beiben unbeweglichen $imcte beftimmt wirb, ober 
e« t)abe eine einfache Rotationsbewegung um biefe Stje. 

3n biefem galle bewegen ft$ alle ^unete be« Softem« in Ebenen welct)e 
fenfreetyt $ur JRorationöaje liegen; flc betreiben in ber namlidjen ßeit tfrei«* 
bogen welche bie nä"mlict)e Stnga^t oon ©raben t)aben unb folgltct) ben 
Wanden ber ^unete oon ber feflen %t proportional ftnb. 

2)enft man fict) einen mit bem (Sterne oerbunbenen $unct welker oon 
ber 9tje um bie ©nbeit ber SDtftanjen (um 1 SWeter) abfielt, fo r;ei§t ber 
»on i&m wäf)renb einer gewiffen 3eit betriebene Sogen bie SßinfelOer* 
fd)tebung be« 6»flem« in ber betraueren 3eit. 

Stellt (T biefen Sogen oor, unb ifl r bie 2)iftang eine« $uncte« im 
(Styfleme oon ber 2lje, s aber ber Sogen ben biefer <punct in ber gleiten 
3eit betreibt, fo $at man 

S == (TT. [C] 

48. 9lu« biefem ©runbe ftnb bie ©efdjwinbigfeiten Oerfd)iebener ^unete 
be« Softem« ben 5)ijtan$eu biefer Dimere oon ber 2lje proportional. 

$ie ©efd&winbigfcit, welcf)e ein an ba« Softem gebunbener unb oon 
ber 5l$e um bie ($int)eit ber Siflangen entfernter ^unet in irgenb einem 
Slugenblitfe t)at, $ei§t bie 2B infeig ef et) winbigf ei t be« Softem« für 

biefen Slugenblicf. 3t)r Sluöbrucf ifl, ber oorigen Se$etct)nung gemäfc, ~- 

Stellt man ffe burd) a> bar, fo ifl ©eftywinbigfett v eine« um bie SDifranj r 
oon ber Slje entfernten ^unete« buret) cor gegeben. 

Sllfo v = cur. [7] 
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49. £>ie ©efcbleunigung ber 23en>egung jene« $uncte$, ber oon ber 
«je um bie (Stnbett nbflebt, ^ei|t bie SBinf elbefcbleunigung be$ 

©Uftem«, unb ifl bureb ~ auögebrücft. Sie ©efcbleunigung ^ beö um r 

dty 

oon ber «je entfernten $uncte$ ift, nadj ber ©letebung [7], r (Somit 

dy da» 

dt — r dT _ 
3) 5HoO-©e»eguug. 

50. 2Ran benfe fi<$ ein flarre« ©pftem in un&erdnberlidjer SSeife an 
bie frumme Dberfläa)e eine« (Solinberd von beliebiger Saft« gebunben, welker 
obne gu gleiten ftd? über eine anbere, al$ fefl angenommene (SplinberfMcbe 
biwoälgt. Dabei betreibt jeber füllet beä ©pjtemS eine ebene (Euroe, roelcfyc 
eine dpicpcloibe |>ei§t roenn bie beiben ßolinber Äretöbafen baben, eine 
dpetoibe aber wenn ber feite Winber bureb eine (Sbene erfefct wirb; im 
lefctern gafle betreiben bie auf ber «je be$ beweglichen ßreMtyltnberö lie* 
genben ^unete gerabe ßtnien. 

Die Delation gwifdjen ben ©efebtoinbigfeiten ber oerfdn'ebenen ißuncre 
im beweglichen ©oftem ift ieityt gu erfennen , wie auch bie 93afen ber (Eottnbet 
gemattet fein mögen. 

Um fte gu finben, fefcen wir an bie ©teile be$ beweglichen Gplmber* 
ein if>m einbefebriebeneö ^riöma »on fe$r fd;malen Seitenflächen. Die bureb 
bie $uncte be$ ©pftems betriebenen (Euroen fefcen fieb bann au« Sogen 
gufammen, beren Formaten je bieienige ßante febnetben welche gerabe auf 
bem fefien Wnber liegt, unb bie gleichzeitigen ©efebwinbigfeiten ber »er* 
föiebenen $uncte ftnb ihren Diftaugcn oon biefer Äante proportional. Diefe 
beiben ßigenföaften ftnb aber unabhängig oon ber »reite ber $riSmenfetten, 
unb »erben mithin auch noch für ben ©rengfall fortbeftehen roo ba8 <Pri$ma 
in ben (Eulinber übergebt. Daher finb bie Oiicbtungen unb bie 
23erbältniffe ber ©efebwinbigfeiten bie nämlichen mie wenn 
bie 23crnbrung8tiuie ber beiben (Eplinber fefl roäre. 

Diefe 23erübrungälinie, beren ©efcbwinbtgfeit im «ugenblicfe ber 33e* 
rübrung null ift, b*tö* augenbltcf liebe ftotationäa je. 

51. 3lnmerrungen. 

1) 3 n SBabrbeit ifl bie SerübrungSlinie gwifeben beiben föplinbern im be* 
trachteten «ugenbltcfe ni(bt fefl, »eil man ihrem 23erweilen auf bem feflen 
<£»linber (einerlei wirfliebe Dauer gnfebreiben (ann ; aber ibre ©efebwinbigfeit 
tfl null, wa$ — wie man (15) gefetyen hat — etwa« «nbere$ ift 
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2) $>ie betriebenen Bögen finb felbfi für fefjt torje 3eiten feine Ruti* 
bögen, fonbem fcuroen welche ber Spcloibe oerwanbt finb. 

3) SDer SrümmungSmittelpunct (®8. 9lr. 260) einer folgen 
Gurte für einen gegebenen «puncr liegt nicht, wie man glauben fönnte, auf 
ber entfprecheuben augenblicflirfjen föetationöaje. 

Um bic§ naehjuwcifen, nehmen wir — a(d ben einfachen gatt — eine 
eigentliche <£pclotbe (©2. 143) an, inbem wir einen auf einer fefien (Ebene 
roüenben Splinbcr »on fretöföriniger Baftö oorauSfefcen , unb bie ßuroe be* 
trauten welche einer feiner <ßuncte betreibt. fei M biefer <ßunct ($ig. 7), 
AML bie entfprcdjenbe 2age be$ er^eugenben Srcifcö, TL bie Xangente auf 
welcher er rollt. ML iji bie 9flid;tung ber Normalen in M 219). Um 
einen anbern $unct M' ber nämlichen fepcloibe $u ermatten, barf man nur 
einen ^weiten Sßunct N auf bem greife trafen, NM' parallel jur langente TL 
gießen unb bem rectiflcirteu Bogen MN gleichmachen. SBirb ferner LL' = MN 
gemacht, fo ifi bie Dichtung M'L' bie ber Normalen in M'. Bcrlängert man 
uun MN bi« T unb jieljt MPP' parallel ju TL, fo fleht man, bafj, je ffcincr 
MN genommen wirb , um fo mehr ba« 3)reiecf NMP (ähnlich mit NTL) fid? 
einem gleichfchenfeltgem nähert; atö ©renjfaU hat man bah« MP = MN = 
NM' = PP'; mithin nähert ftch MP' bem Doppelten oon LL'; unb au ber 
(Brenge mufj bie 2)ifran$ MC be$ $uncteö M oom ©dmittpnnrt C ber beiben 
unmittelbar benachbarten Normalen ML, M'L' baS doppelte oon ML fein. 
9lun ifi aber biefc $)ifian$ MC ber Srümmungtfhalbmcffer unb ber $unct C 
ber Srümmnngfcnirtelpunct ber ßpcloibe für ben $unct M (®g. 260). 
folglich ift bei ber gewöhnlichen fepcloibe ber SrümmungS^ 
halbmeffer für einen $unct M boppclt fo grofc alä bie Qu 
ftanj biefe* $ßuncte$ oon ber augenblicf liehen föotationäaj c, 
ober oom Berührungöpuncte be$ (£r$eugungö--Srcife$. 

52. Die nämlichen Betrachtungen (äffen ftch auf ein fiarrcö ©pftem an* 
wenben, welches in nnoeränberlicher Berbinbung mit einer Segelfläche fleht, 
wa&renb biefe ftläche ohne ju gleiten über eine (Sbene ober über eine jweite 
Segelfläche mit ber nämlichen ©pifce rollt. Mud; hier ifl für einen beliebigen 
Augenblicf ber Bewegung bie Bcrührungelinie eine augenblicf Ii che fR o* 
tationäaje, b. h« bie föichtun gen unb bie Berhältniffc ber 
©efchwinb igf eiten finb biefelbcn wie wenn biefe 5lje feft 
wäre, währenb bloö ihre ©efchwinbigfeit null ifl. Die ©pi&c be$ beweg-- 
lichen Segels ifi ber einzige $unct ber in töuhc bleibt. 

53. 3n ben beiben oorfiehenben fallen finb bie einem beliebigen Augen * 
bliefe entfprechenben ©efchwinbigfeiten fämmtlich parallel mit einer $ur äugen* 
blief liehen ffiotationSaje fenfrechten ebene; unb bie ©efchwinbigfeiten berjenigen 
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«Puncte, n>eld>c in einerlei burdt) bie 9*otarion«ar,e gebenben <£bene liegen, 
ftob fenfreebt 31t tiefer ebene. 

4) 9totation«oe»ea,una, um einen fehlen $unct. 

54. SDctift man nety ein @vflem in unoeranberlicber SÖeife an einen 
$unct gebunben n>eld)er wdl)renb ber Bewegung be$ Sijftemä feft bleibt, fo 
läjjt ftci) beweifen, ba§ baä Spftcm in jebem beliebigen 9lugenblicf eine burd; 
ben feften Sßunct gebenbe augenblicflitbe töotationäaje fyti, wie in bem gälte 
oon 9lx. 52. 

SDa biefer ©ajj in ber tnbujrriellen 2Red)anif feine Slnwenbung ftnbet, 
fo befdjrdnfen wir und tycx auf feine 9tnfu^rung. 

5) Bewegung welche ftd? au$ Iraufllation uufc [Rotation um eine %xe ooet 

um einen <ßuiirt gufammenfefet. 

55. ein fiarre«, in Bewegung begriffene« Spftem frebe in unoeranber* 
lieber Berbinbung mit einer ©eraben AB, beren fämmtlicbe fßimcte eine ge* 
meinfame, frummlinige ober gerabltnige Sranälationäbewegung befifcen (44), 
fo ba§ atfo biefe ©erabe it)rer anfänglid)en Sage fret« parallel bleibt; bie 
aufjerbalb ber ©eraben liegenben ^nnete be$ ©vfremö aber feilen eine anbere 
Bewegung baten. 3n biefem galle fagt man, bie Bewegung be$ ftarren ©pjlem« 
fei gufammengefefct auö ber Xranälationöbewegung ber ©e* 
raben AB unb einer [Rotationsbewegung um biefe 9lje. 

2)iefe 9lu$brucfäweife ftebt im dinflang mit ben in §♦ 5 (9tr. 34 u. f.) 
fefigefrellten Gegriffen, ©ringt man namltcb baö Styjtem in Be$iet)uug mit 
brei ßoorbinatenajen , rocldje biefelbc JranStatienöbewegung t)abcn n>te bie 
©erabe AB , fo wirb biefe ©erabe in rclatiocr JRur)e fein, b. b» in fcfyeinbarer 
[Rut)e für einen Beobattyter ber unbewußt an ber gemeinfamen Bewegung 
ber 9ljen tbcilnimmt; unb bie fdjeinbare ober relatioe Bewegung be$ erfreu 
an bie ©evabe AB gebunbenen (Spjrcmö jeigt ftd) bemnad) als eine fRota* 
ttonäbewegung um biefe ©erabe. 

* - 

56. $)ie Bewegung ber (Srbe liefert ein merf würbiges Beifpiel einer 
folgen 3ufaroroenfefcung gweier einfachen Bewegungen. $>ic %e unfereS $la* 
neten bleibt parallel mit einer unb berfelben Stiftung, wäl;renb ber 2Rittet» 
punet im ßaufe eine« 3 a brc$ eine (Sßipfe betreibt, beren einen Brennpunct 
ber ÜRittelpunct ber (Sonne einnimmt j man nennt bteB bie jätwlidje Berne* 
roegung ber (Srbe. 2)ie Bewegung beö Planeten in Begebung auf coorbinirte 
9l$en weldje mit bem SÄittelpuncte fortrütfeu, jebodj parallel mit ibren erfreu 
ßagen, ift eine einfa(t)c gteid;f5rmige {Rotationsbewegung um bie bureb bie 
<ßole gel)enbe ©erabe. 
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$ie ungemein {jtoge Entfernung ber Birjfcrne »on ber ßrbe erlaubt, bte 
©eraben, »el$e man $u beliebigen Seiten »on ber <£rbe au« na# bcm nam* 
ticken (Sterne jte^t, al$ parallel ju betrauten, hieran« lä&t jt# erflären, warum 
man bie $auer einer Umwäljung ber <£rbe in i&rcr relativen ^Rotations* 
beroegung (wie fte eben bcflnirt mürbe) einen ©temtag genannt £at. 2>iefe 
£)auer beträgt unroanbelbar 86164 (Secunbenj mä(>renb ber Sonnentag, bejfen 
mittlere SDauer 86400 Secunben au«ma#t, ft$ mit ber ßage ber £rba$e gegen 
bie (Sonne »eränbert. 

57. SBel^er Slrt aud? bie Bewegung eine« ftarren <Süfiem$ fein möge, — 
immer fann man ftd? burdj einen ferner $uncte, A, brei (Soorbinatenajen benfen, 
mel^e mit bem ^uncre A fortgetragen »erben, aber tyren anfänglichen IRity* 
tungen parallel bleiben j unb bann rebucirt jtcr; bie Bewegung be« (SöjremS 
bejügltcty biefer 5l$en auf eine föotationdbemegung um ben al« feft betracb* 
teten $unct A (54). 5t I f o lä&t fid) bie allgemeinfle Semegung 
eine« flauen Söjtem« al$ jufammengefefct anfe^en au« einer 
£ran8lation8bemegung roel$e burdj bie abfolute JBemeguufl 
irgenb eine« feiner ^ßunete beftimrot roirb, unb einer rela* 
tioen föotatton«be»egung um biefen $unct. 
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Kapitel. 

ORafj i&reS Effect« Betrautet. 



§. 1. Begriff **x Mxaft, fym 3nteti|Uäi, tyrer fkojeetwu 

auf eine Jlre. 

58. 2Sir betrauten bie ßörper alö au$ (llementen gufammengefe&t, 
welche einanber mefyr ober weniger nafye liegen, »ort unoeränberlicfyer ©eftalt 
unb aufjerft flein ftnb; biefe (Elemente nennen nrir materielle ^unete, 

211$ ©a$e bec (Srfatyrung unb als ©rnnb - ^rineip wirb in ber 
2Re$anif angenommen, ba§ ein materieller $unct weber uom 
3nftanbe ber 9tuf>e au$ fi# in Bewegung fefcen, noefy feine 
®ef#winbigf eit (wenn er eine fol#e befifct) na$ ©röfje ober 
Stiftung änbern fann, wenn ni<$t $u gleicher 3 C ^ e * ne 
äußere Urfadje auf ttyn einwirft. 

Dtefe CSigenfcfyaft ber SKaterte nennt man tyre Srägljeit. 

2>te aufcere Urfad?e Reifet Straft. 

59. Öerfcfyiebene $()atfa<$en laffen fic$, wenn ni<$t als ffrenge ©eweife 
für bie (Sjijienj ber £ragf)eit, bodj wenigen« als 23eifpiele oon ben golgen 
berfelben anführen. 

1) föeifenbe im SBagen ober im ©<$iff nehmen, wenn ber ©ang be$ 
gaf>r$eugS ftd^> beträdjtlidj beftfyleumgt ober »ergogert, eine relatioe Bewegung 
an, welche batyer rütyrt bafj fle in ber oorfyer erlangten Bewegung beharren. 

2) SBenn man in einem ©efafcc mit weiter Deffnung eine glüffigfeit 
tragt, unb feine ©dritte plßjjlttfy anmalt ober übereilt, fo erfolgt (au8 bem 
oorigen ©runbe) ein Wuöfctyütten ber glüffigfeit über ben oorbern ober ben 
^intern töanb ber Deffhung. 

3) Arbeiter beilüden fjaufig bie Xragtyeit, um bie £anb()abe eine« 28crf- 
geug* fefl einzutreiben. 

©elangtt« SWt*anlf. I. 3 
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4) 33auhanbwerfer gieljen öorthetf aus ber Xxä$tit beim Huflaben 
eines SBerffrücfg auf ben befannten gwetrdberigen , mit £<mbbet$fel »erfehe* 
nen (Stcinfarren. Der Marren ifl guerfi nach hinten umgefippt; fein Xrag-- 
brett berührt mit bem ^interu JRanbe ben ©oben, unb auf biefe fdn'efe (Sbene 
wirb ber (Stein aufgehoben. @S hanbeft fld> nun barum, bie gafi gegen bie 
2Ritte wrgurücfen, bamit fle über ber $$e gu liegen fommt. flu biefem (Snbe 
brüefen bie Dorn an ber &eichfel befchäftigten fieute biefe mit rafdjer 23ewe* 
gung nieber , fo bafc fle auf ben 93oben auffiö&t. 2>ie ^Rotationsbewegung 
beS SragbrettS wirb plöfclich unterbrochen; aber ber Stein fahrt »ermöge ber 
Srdghett fort fleh gu ergeben, unb macht einen «einen Sprung, wahrenb 
beffen bie hinten frehenben Arbeiter $n vorwärts brdngen. 9luf folche 2lrt 
iji für furge 3eit bie Berührung gwtfchen bem Steiu unb bem Iragbrette 
aufgehoben Horben, unb fofange mar alfo (eine Reibung oorhanben ; bie com« 
binirte SBirfung ber Schwere unb ber von ben Arbeitern aufgebotenen 9tn* 
frrengung Idfjt ben 93loc? auf ber (Sbene vorgreifen, meiere jefct nach vom 
geneigt iß. $5aS nämliche ÜRanflver wieberholt man mehrmals, b. fy. man 
hebt bie 2)eicr)fel unb bewegt fte lebhaft abwärts bis fte an ber (Srbe auf* 
fchlägt, wobei ber Stein nach unb nach bis au bie erforberliche Stelle vor* 
gefc^oben wirb. 

5) din burch eine Schleuber geworfener Stein entfliegt längs ber Saugente 
ber Don ihm betriebenen (£urve, in bem Hugenbltcfe wo eine Schnur ber 
Schleuber loSgelaffen wirb. 23iS borten hatte bie combinirte Sßirfung ber 
Schnüre unb ber Schwere eine Preisbewegung befrimmt. 

60. JDaS ©ort Trägheit bebeutet in ber 2Re#anif nicht Untätig* 
fett; benn ade $&eile ber SRaterie wirfen gegenfeitig auf einanber ein, nach 
allgemeinen ©efefce welches Newton erfannt Jat. (Sben fo wenig tfi bamit 
ein abfotuter SBiberftanb gegen gewiffe Gräfte gemeint j benn bie geringfie Äraft 
würbe einen Äörper in Bewegung fefcen wenn fie allein auf ihn einwirfte, 
wie wir fpäter geigen werben. 

61. JRach bem bisherigen ifi eine ßraft bie noth*venbtge unb 
hinreichenbe Urfache für bie Slbdnberung ber ©efchwinbigfeit 
eines materiellen SßuncteS nach @rä§e ober Dichtung. 

5)ie 3bee ber Äraft (baS SBort im Sinne ber SJccchantf genommen) wirb 
in uns hervorgerufen burch baS ©efüht welches wir höben , wenn wir einen 
Äörper in ^Bewegung fejjen j ober wenn wir eine ^Bewegung, bie er fchon hat, 
gu mobifteiren fuchen j ober wenn wir bie ^Bewegung verhinbew, bie er ohne 
unfere 5lbwehr annehmen würbe. SDa aber noch anbere Urfachen als bie 
%1)&ti$U\t unferer 2RuSfeln ähnliche SBirfungen hervorbringen »fe unfere 
eigene Slnjfrengung, fo Hegt es nahe, bie aus unferer Erfahrung entnommene 
3bee ber Äraft auch ««f folc^e Urfachen übergutragen. 
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(Sine Äraft ift atfo immer etwas bem 2)ru<fe Analoge«, ben wir auf 
einen ßorper ausüben nm feine Bewegung $u oeranlaffen ober $u mobifieiren. 

©o lange bie ©efcfcwinbigfett eines materiellen SpuncteS wädjfi ober ab* 
nimmt, ober aud) ifyre Stiftung änbert, fo lange befielt unb wirft bie Äraft 
welche jur (Srjeugung biefer ÜJiobificatton nottywenbig tjt (Die beiben SBorte 
befielen unb wirfen, oon einer straft gebraust, finb oöHig gleicpe* 
beutenb.) £6rt bie ßraft auf, fo tyxt im namltctyen 3lugenblicfe au<$ bie 
SKobifkarion ber Bewegung auf, unb oermoge ber £ragtyeit bauert ber lefcte 
©ef{fywtnbigfetts$uftanb fort. S3on ba an, unb fo fange ber Körper fiefy felbjt 
überlajfen bleibt, behalt er feine ©efcfywinbigfeit ; aber man barf nic$t fagen 
er behalte feine Äraft, benn bamit würbe man bem ÜBorte ftraft einen anbern 
(Sinn beilegen als ben oben befinirten. 

62. 2)ie Gräfte ermatten je na# Umffönben oerftyiebene Benennungen, 
wie 3«G» 5tnjie^nng, ©$were, ©ewtcfyt, «Spannung, ^reffung, 
©d>ub, Slbfto&ung, föücfwirfnng ic. %n allen Ratten ifl aber bas 
SBefen ber Gräfte baffelbe , in bem (Sinne nämlidj , bafj fie gleidje ©ettung 
tyaben mit einer wirffamen $f>ätigfett ober mehreren oereinigten XjjatigfeitS* 
äufjerungen, äfynlicf) benen, bie wir auf bie oon und berührten SWrper ausüben. 

63. Sllle &r<Sfte in ber 9<*atur fefcen ft$ aus (Slementarwirf ungen 
jnfammen, unb biefe finb bie einigen wirfli# erjfttrenben ßräfte; bie übrigen 
finb 5(uffajfungSformen unfereS BerjtanbeS, unb erfcfceincn in ber.SBiffcnföaft 
als ©ummen ober föefultanten, wie man fpater fe^en wirb, ©o wirft 
j. 93. bie ©dnoere auf bie fleinjren $j)eil#en ber Körper, unb baS ©ewtd;t 
eines Körpers ift nidjtS anbereS als bie ©umme aus ben @ewi$ten feiner 
2Raf[enelemente. SBenn wir einen Körper mit ber £aub brüefen, fonnen wir 
uns bie gldcfye ber ginger, foweit fie ftdj an ben Körper anlegen, in Elemente 
^erlegt benfen, beren jebem ein fleiner SDrucf entfpricfct, unb bie ©efammt* 
fraft, welche ber Äflrper oon unferer #anb empfängt, ift jufammengefe^t aus 
biefen 2)ru(felementen. 

<$ine wtrflicfy beftebenbe elementare ßraft wirft notljwenbig auf einen 
gewiffen $uuct eines ßörperSj biefer $unct fyeifet ber 5lngriffSpnnct 
ber Ärafr. 

64. 3ebe Äraft &at baS Seftreben, i()ren Slngriffspunct, wenn biefer Oer* 
einjelt oortyanben unb SlnfangS in töufce wäre, na$ einer beftimmten geraben 
2inie fortzubewegen; bie Oii^tung biefer geraben fiinie fceifjt bie JHt^tung 
ber ßraft. 

65. ÜRan fann ftd> oorfleflen, baß mehrere Äräfte gleichzeitig ben 
nämlichen $unct na$ ber nämlichen ©eraben unb im nämlichen ©inne 
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angreifen; bie einige Äraft, w>eld^c bann fktt it)rer gefegt »erben fann, 
tyeifjt t^re ©umme. 

66. £ierna$ lajjt ft# baS 93er$altm§ sroiföen irgenb zweien Gräften 
mittel« eine« gemeinföaftlicfyen ajtafjeä genau ober angenähert barjiettenj in 
ber 9lrt, bafc ber numeriföe 9lu$brucf einer ßraft abhängig ift »on ber 2Bar>( 
einer Äraffcdin^eit unb oon bem 33ert>altni& ber betrachteten Äraft jit biefer 
Gin&ett.*) 

67. 2>te rationelle 2He#amf la&t fta) — unter reintyeorettföem ®e* 
ji#t$puncte — jiubiren, o&ne ba§ bie SBafct einer tfraftein&eit feflgejlellt 

•) Die oben au«einanbergefefyten begriffe in betreff ber Äräfte unb ifcrer SBcr^ältniffe 
ftnb nidjt immer oljne SBiberfprud) angenommen worben. D'5llem bert (Tratte" de 
dynamique, 93ortebe p. XXII. ber 2(u«g. v. 1758) fagt: „Sir b>ben uur infoferne 
eine ftd>ere unb bejrimmte ©orfieflung bei bem Sorte Äraft, ald wir baffelbe auf 
ben 9lu«brucf einer Sirfung befdjranfen." Gar not ift ber nämlidjen 2Weinuug, 
unb fprid)t fid) gegen ben ©ebrawd) be« Sorte« Äraft at« 2lu«brucf einer llrfadje 
in foigenben Sorten (Principes de l'equilibre et du mouvement, Sorrebe p. XII., 
9tu«g. ». 1813) au«: „Seid)e Kare 3bee fott b^ier ber 91ame llrfadje bem ©eifre 
erweefen? ß« gibt fo vielerlei llrfad)en! ltnb wa« foU man in ber beftimmten 
©pradje ber 2Ratt)ematif unter bem 5Re$rfad)en einer Äraft verfielen, b. ty. unter 
einer Urfad)e bie ba« Doppelte, Dreifache ir. einer anbern ift? Sorin befielt ba« 
Skrhältnifj jrocier »erfd)iebenen Urfad)en ? biegen biefe llrfadjen im freien SBiüen 
ober in ber pfyrfiföeu ßonftitution be« 2Renfd)en ober Xbjere«, burd) beffen Xljätig» 
feit ^Bewegung erzeugt wirb 1 Slber »a« ift ein boppclter ober breifadjer SiHe, 
ober eine ptyüfifdje (Jonfiitution weld)e jwei* ober breimal fooiel leiten fann al« 
eine anbere? Der JÖegriff be« S3er&ältni|fe« j»ifd)en ben Äriften, al« Urfad)en 
betrautet , ift bab.er nid)t beutlid?er als ber Segriff biefer Äräfte felbfl." 

Die ganje auf fotdje 9lrt erhobene @o)»ierigfeit rebucirt jid), »ie »ir glauben, 
barauf, tlar feftjufreaen »afl e« tyeijjen fofle, eine Äraft fei einer j»eiten gleid), unb 
eine Äraft fei ba« Doppelte ober Dreifache einer anbern ; benn ba« Söcrouptfein »on 
bem, »a« eine Äraft ift, beruht auf einem einfachen, urfprünglid)en begriffe, ber 
und burd) bie (Erfahrung geläufig iß, »ie ber ^Begriff be« SRaume« unb ber tyit 

9lun begreifen »ir aber 1) mit tyinreid)enber Älartyeit, bafj j»ei Äräfte, »eldje ab- 
»edjfelnb von j»et verfdn'ebenen Slgentien auf einen Äorper unter übrigen« gleidjen 
Umftanben ausgeübt werben, biefclccn 2öirfungen r bie udmlidjcn SHobificationen ber 
Bewegung hervorbringen fonnenj biefe bcibenÄrafte finb alfo gleid), obfdjon »ieU 
teid)t bie eine j. 93. au« bem SBiöen unb ber p^^fifdjen ßonjtitution eine« Xb^iere« 
entfpringt, bie anbere au« ber (ilafiicitat be« Dampfe« ber auf einen Äofbeu briieft. 
SlOerbing« erfennen »ir bie ®leid)b>it beiber Ärafte blo« au« ibjen ©irfungen ; bie^ 
ifi aber nod> (ein ©runb um , »ie ßaruot ü)ut , ber Urfadje unb ber SBirfung ben 
nfimlid)en Warnen ju geben, 

2) 2RU berfelben Äfar^eit begreifen »ir, »ie }»ei ober brel g(eid>e Äräfie gteid)-- 
jeitig unb nad) einerlei 9lid)tung ein £e»cgud)e« angreifen tonnen; unb bamit b^aben 
wir eine beftimmte SorfieQung »on einer Äraft »eld)e ba« Doppelte ober Dreifache 
einer anbern ift. 

lieber gewiffe JBebeutungen , weldje man fonft nod) bem SBorte Äraft beigelegt 
hat, »ergleid)e man bie Boten ju 9lr. 7Z, 81, 157, unb bie 9tr. 294. 
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roirb. SBenn aber au# bicfe SBa^T nt#t notyroenbig tft, fo tft e« bo<$ at« 
Vorbereitung für inbuftrietle 9tm»enbungen nü{jli$, ft$ gteidj Oon Anfang 
an barüber entföeiben. 

JDie r»on un« angenommene (Sin&eit ift ba« Ätlogramm. 

^Definition« SBirb in ein an einem feinen gaben aufge- 
fangene« ©efd§ ein ubtf*SDecimeter SBaffer oon 4°,1 C $em-- 
peratur gegoffen, fo beträgt ber ßuwadj« ber straft, n>eld)e 
bur# öermittelung be«gaben« auf beffen S3efefttgung«»unct 
wirft, ein Kilogramm, roenn ber 23erfu# im leeren föaume 
unb unter ber 23 reite »on $ari« oor ft<$ getyt. 

93erfd?tebene ^nftrumente, roie SBagen unb gebern, fonnen baju bienen 
bie ©Ieicf>beit sroeier strafte na<$$uroeifen , unb folglich au# ba« $3er&dltni§ 
zweier ungfeic&en ju flnben. 

68. 2Ran fteüt fe&r tjäufig eine ßraft burd) eine begrenze gerabe ßtnic 
bar, beren eine ©renje ber 2lngriff«»unct ber ßraft ift; bie 9ft<$tung biefer 
ßinie , »on biefem $uncte au« gebaut , ift bie 9ti#tung ber straft ; unb bie 
Sange ber Sinie gibt burd) SBermittetung eine« gu ®runb gelegten SKafcftabe« 
bie 3ntenfttdt ber Äraft an. 

69. 2Bir »erben öfter« »on ber ^rojection einer ßraft auf 
eine 51 je $u ftredjen faben. darunter »etftefct man bie raft, rottet 
fotooft ber ©rö&e al« ber9itd)tung nad> bur$ bie ^rojection 
berjentgen ©eraben oorgeftellt wirb, beren man ft<$ jur 
SDarfteÜung ber Äraft im ftaume bebient l)at. 

3ft atfo (gig. 8.) eine Äraft F burä; bie ßtnte MN bargeftettt, fo fteflt 
PQ eine anbere tfraft oor , unb biefe ift bie $rojection ber F auf bie . 
«je Ox j mir bebienen un« für biefetbe ber 23e$eidmung F, , toelc&e überbtefc 
mit einem negativen 23or$eid)en p oerbinben rodre fatl« bie Olidjtung ber 
Straft bem ©inne ber »ofttioen x entgegengefefct fepn foßte. 

23ei orthogonaler ^rojection fcat man 

F, = F. cos (F, x). 
SDiefe ©tö&c $at ba« 93or$eid)en be« doftnu«, tft atfo »ofttio ober negatto 
jena$bem ber SBinfel ber tfraft F gegen Ox fptfe ober fhtmpf ift. 

§, 2. Dom eintrieb einer #raft 

70. 3ebe ffraft, n>elcr)e »irtticfc auf einen Körper einwirft, (>at noty* 
toenbtgertoetfe eine genuffe SDauer, rodljrenb »et#er fte übrigen« ifjre Sntenfttdt 
änbern fann. 
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Sange $eit haben bie ©elehrten angenommen, e« gebe in ber 9tatur 
Z»ei »ergebene Birten oon Gräften *> nämlich einerfett« Gräfte ohne aüc £auer, 
aber mit ber galjigfeit m ben Äörpern plöjjlidje unb übergang«fofe Slenbe- 
rungen ber ©efchtoinbigfeit hervorzubringen j anbererfeit« Ärafte oon ftetiger, 
ununterbrochener $fyätigfeit »eiche bemnach nur in meßbaren 3*itaWnitten 
merfliebe SSirfungen gu erzeugen oermochten. £ie erflern nannte man 
augenblicf liehe ober @to&--$rafte; bie (entern befdjleunigenbe Äräfte. 

SHacbbem aber eine gefunbe $(>pftf bargethan hat, ba§ alle SBtrfungen 
in ber 9iatur fiettg erfolgen, ifi man heutzutage allgemein barüber einig, ben 
<5to§fräften feinen ißlafc mehr in ber SBiffenfcbaft einzuräumen, unb nur folcfye 
Gräfte anjuerfennen, beren SBirffamfeit immer eine gewiffe (oft fehr furze, 
oft unbefiimmbar au«gebehnte) S)auer haben, unb beren ^ntenfttät — toenu 
fte auch fc& r 9 rp & fein fann — ftch both immer auf eine unb biefelbe (Sinhett 
(toie ba« in 9tr. 67. befinirte Kilogramm), beziehen unb mit ihr oergleichen täfjt. *) 

71. Definition. SBenn eine Äraft F oon conflanter 3nten* 
• fität roahrenb einer gewiffen 3 et t t toirft, fo oerflehen toir 
unter bem Zutrieb (impulsion) biefer ßraft in ber 3 ett t ba« $ro* 
buet Ft au« ihrer Sutenfität unb ihrer SSBirf ung«bauer. 

£at bie &raft eine oeränberliche ^ntenfitett, fo ifi ihr 
Eintrieb rcährcnb eine« beflimmten 3 e i traum * *> a * integral 



/Fdt be« $robuct« au« ber ffraft unb bem Differential ber 

ßeit, z»ifchen ben ©rengen jene« 3eitraum« genommen. 

SMefe ©röfje ift unabhängig oon ber ©efchwinbigfeit be« 9lngriff«»uncte« 
ber ßraft. 

72. SBirb eine ffraft F auf eine Wje Ox projicirt (69), fo if* ba« 



«Probuct F s t, fall« bie &raft confiant ift — ober ba« integral y 0 F,dt,faa« 
flc oeränberlich ift, eine »ofUioe ober negatioe ©röjje, welche mir ben Antrieb 
ber auf bie 5lje Ox projicirten ßraft in ber 3eit t nennen. 

23te nüfclicb bie Einführung biefer Slrt oon ©rö&en ift, wirb ftch 
(9tr. 155 u. f.) jeitjen.**) 



•) Diefe ßebre, wefdje bie ©to&frdfte Gefertigt, würbe oon ^oncelet vorgetragen in 
feinen »orlefungen an ber Artillerie-- unb ffienie ©djule ju SRcfc feit 1825, unb 
oon Gortoli* in feinem Traite"du calcul de l'effet deB raaehtnes, 1829. ^Soiff o n 
na^rn fte auf in bie jweite Auflage feined Trait«5 de mäcanique, 1835. 

••) SBenn jroei Äorper fieb, bid auf jenen ©rab nähern welcher i^ren plj^fifdjen (Xontaft 
bebingt, fo fann i&re gegenfeitige (Jimoirfung entrceber fidj in'« ltnbeftimmte fort- 
fefcen ober oon nur febr furjer Dauer fein. Die ältere £ef>re madjte einen Itnter* 
faieb zwifdjen tiefen beiben ftäflen; im erflen #aOc fagte man, bie Äoryer »irften 
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§. 3, IPoit ben ben>eo.enben nnb bttt wiber|lel>enben üräfien, nnb 

oon tyrer Arbeit. 

73. ©nc anbere ©rofje, ircldje in ben roidt)tigjien Seiten ber SWecbanif 
auftritt (unb befonberS in ber bpnamiföen £(>eorie per ÜÄafdjinen) , ergibt 
flc^ auö ber Kombination ber Kräfte mit ben mm i^ren 91ngriff$puncten 
burttytaufenen Segen. 

fei ein ^iinct aus irgenbn>eld>en Urfadjen in ^Bewegung; nur be* 
trauten aber oon ben Gräften, meiere etwa biefen $unct gleichzeitig angreifen 
unb auf feinem SBege begleiten, nur eine, abgefonbert »on ben anbern. 
<S* fei 

F bie Sntenfität biefer Kraft, auägebrücft in Kilogrammen, unb 
»ät)renb einer uncnblicfc Keinen %tit als conflant betrachtet; 

ds ber unenbli# flefne SBeg ben i£r Slngrippunct »ä^renb 
biefer Qtit betreibt j 

cos (F, ds) ber (£ofinu$ be$ SBinfefö $ir>ifchen F unb ds, b. 
be$ ÜBinfelä ber Kraft gegen ben betriebenen Sßeg, ber ()ier jufammenfäüt 
mit feiner im (Sinne ber Bewegung gerichteten Tangente. 

Definition. Unter ber elementaren Arbeit ober bem 9tr* 
beit$-(jlement ber Kraft F in ber 9lu$be£nung be$ 2Beg$ ds 
»erfreut man baö unenblid) fleinc Sßrobuct 

F , ds . cos (F, ds). 

SDtcfe« $robuct au8 brei gactoreu fann au# als baS ^robuet aus einer 
Kraft unb einer uncnblicty Heilten Sänge gelten, unb j«>ar unter jt»ei »er- 
gebenen Stnffajfungen ; nämli#: 

1) Unter ber gorm F [ds . cos (F, ds)] erfc^eint bie elementare Arbeit 
ber Kraft F atö baS $robuct au« biefer Kraft unb ber orthogonalen $ro* 
jection ds . cos (F, ds) beS SBegeS ds auf bie Dichtung ber Kraft. 

2) Unter ber gorm ds [F . cos (F, ds)] tfi bie elementare Arbeit ber 
Kraft F baS *ßrobuct aus bem SBege ds unb ber orthogonalen fßrojection 



auf einander bnra) Drucf; im jweiten, fie wtrften burd? Hnjlofc ober Slntrteb 
(3mvu(e). Der Drucf war genau baö »ad wir audf<^(ie§tid^ eine Kraft nennen. 
Sag man aber balb al$ 3mp ulfiwfraft ober Äraft bed Antriebe, balb einfad) 
a\i 3m)>nl« ober Antrieb bejei^nete , war in 2Ba^eit baö Sßrobuct auö ber (al* 
ronftant »orau*gefefcten) gegenfeitigen (Einwtrfung beiber Äorper multiplfeirt mit ber 
Dauer biefer Ginwirfung. (Me'can. analyt. de Lagrange, tome I, p. 256; tome II, 
p. 66.) -Die einzige Neuerung, bie wir unä erlaubten, ijr, bafj wir bad SBort 
Äraft »or bem Söorte Antrieb weglaffen, aber le|)terem 2lu3bru<fe eine Definition * 
unterlegen weld?e alle inbglf djen Kräfte , in 9?ejiebung auf ibjre längere ober fiirjere 
Dauer betrautet, umfaßt, unb mit ber neuern, bie augenblicflidjen Äräftc au«» 
fd)Uejjenben Xbeorie in dtnflang ftebj. 
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ber tfraft auf bie Tangente »el#e bie geometriföe Verlängerung be« 2Beg* 
ftücf« da barffclU. 

2Btr faffen btefc Definition in ber gormel jufammen 



in »elct)er ba« 3eichen fcF bie SBebeutung Arbeit (trayail) ber Straft F 
h«t.*) 



74. Definition. 3" B^fie be« Vorigen ifl bie Arbeit einer 
ßtaft F $»ifct)en irgenb j»ei bejtimmten Sagen ihre« An* 
grtff«punct« ba« 3 nte 8 rö l ^ vorhergegangenen Au«brucf« ober bie 
(Summe ber elementaren Arbeiten biefer tfraft $»ifd)en ben 
betben betrachteten ©renken; unb biefc wirb au«gebrücft burä) bie 
gormel 



75. 3n ben »orjtehenben Definitionen unb gormein ftnb bie ßraft F 
unb ber 2Beg ds »efentlich pofttioc ©röfcen , »ährenb ber numertfehe gactor 
cos (F, ds) pofttio ober negatio au«fällt, jenad;bcm ber SBinfcl jn>ifd;en F 
unb ds fleiner ober gröger al« ein rechter ifi 

Die pojttioe Arbeit nennt man öfter« 23e»cgung« arbeit (travail 
moteur), unb bie negattoe SBiberftanb«arbeit (travail re^istant). 

Die Gräfte beren Arbeit bemegenb ijr, b. t)- beren Dichtungen mit ber 
23e»egungSrtchtung ihre« Angriffspuncte« fpifce SBinfel bilben, h«§en be^ 
»egenbc Strafte; biejenigen aber, »eiche (rümpfe SBinfel mit jener föict)* 
tung machen, »erben »iberftebenbe Gräfte genannt. 

76. 3 n Dcm befonbern galle »o bie tfraft unb ba« SBeg * Clement in 
ber nämlichen ©eraben liegen, tyat ber dofinu« ben Sßerth + * ^ ct — 
unb bie elementare Arbeit i|t ba« $robuct au« Äraft unb 28eg , »eiche« 
pofttio ober negatio »irb, jenac^bem jene beiben bem ©inne nadh übereil 
frimmen ober entgegengefejjt finb. 

77. SBenn eine tfraft beim gortrüefen ihre« Angriff «punete« flet« normal 
auf ber »on festerem befchriebenen ßtnie bleibt, fo tft ber Sofinn« null, unb 
bie Arbeit biefer ßraft ifl alfo ebenfall« null. 

78. Au« ben oorhergegangenen Definitionen jieht man ferner mit Seiet)* 
tigfeit bie nacr)tler)cnbe golgerung. 23eftnbet jlch unter ben Urfachen, »elct)e 



•) Der fetyr bejeia>enbc SRame Arbeit einer Äraft würbe bnrd) <£ottoli« unb 
$oneelet eingeführt, an ber Stelle be$ unftd)ern 3lu8brucf* Quantität ber 
SBirfung (quauüt<S daction) unb anberer bie e&eiifaa« »enia, beliebigen fonnten. 



d IF = F . ds . cos (F, ds), 
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einen $unct fingen eine gewtffe Guroe $u burdjlaufen, eine nad) 3ntenfttät 
unb ffiidjtung conftante ßraft, weldje alfo tyren Angriff«punct in paralleler 
öerfduebung begleitet, fo erhalt man bie Arbeit biefer ßraft für 
eine beliebige ©treefe be« oom Angriff«puncte betriebenen 
Sßege«, wenn man bie <5e£ne biefer SSegjtrecfe auf eine $ur 
ßraft parallele ©erabe projtcirt unb biefe ^rojection mit 
ber Äraft multtpltcirt (ogl. ©8. 46; 281); ba« <probuct wirb pofitio ober 
negativ, jenad)bem ber @nbpunct ber Sßegfrretfe fldE? auf bie pofttioe ober nega* 
tioe (Seite jener 9(je, projictrt welche man au« ber Anfangslage be« Angriffe 
punetc« parallel mit ber ßraft unb in gleichem (Sinne mit t(>r jie^t. 

79. 9Wa$t cnblicty eine Äraft oon conftanter 3ntenftta't ftet« ben näm* 
lieben Sßinfel mit bem burdjtaufenen 2Beg-(£lemente ds, fo ifr bie Arbeit gleidj 
bem ^robuete au« bem ganzen SBege unb ber rect)twinfeligen iprojection ber 
ftraft auf bie Sangente be« SBege« ; biefe ißrojection aber ifi pofitio ober 
negatio, jenaebbem ber Sßinfel jroifd^en ben föic^tungen ber $raft unb be« 
SBege« (jebe in tyrem gehörigen (Sinne genommen) fpifc ober ftumpf ifr. 

80. Aiö <£inf>eit ber Arbeit bittet fl<b für bie $ra$iö am natürlichen 
bie Äraft eine« Kilogramm« bar wetd;e in ber (Srjrrecfung eine« ÜKcter« wirft, 
wobei ßraft unb 2Beg einerlei föicbtung r)aben. SDtefe (Einheit f>et9t (nact) 
^oncelet'« S3orfrt)lag) tlogrammeter, unb wirb bejeiefmet bureb l^".* 

Die burd) ta ufenbßtlogrammctcr au«gebrü(f te Arb ett«grö&e nennt 
Gorioli« Dona m ob e. 

81. Die Arbeit einer ßraft für einen befrimmten 2auf tyre« Angriff«* 
punete« ijr, tr)rer Definition gufolge, unabhängig oon ber >$e\t, b. r). toon ber 
Dauer biefe« Saufe«. Doct) ifi e« in ber practifdjen ÜRed)ani? manchmal 
wünf(ben«wert^ eine Arbeit genauer begeiebnen ju fonnen, welche tfd) unbe* 
frimmt oerlangert unb in gleiten Seiten gleite 2ßertl;e bebdlt. üKan fönnte 
al« dinbeit für eine fold)e Arbeit ein Äilogrammeter auf bie <Secunbe nehmen ; 
gewör)nlid) aber wirb in ber 3nbuftrie oon einer anbern (Sinr)eit ©ebraueb 
gemalt. %n granfreief) ifr man giemltcb allgemein übereingekommen , al« 
©runblage ber 23ergleid;ung eine fretige Arbeit oon 75 k * ,n - auf bie Secunbe 
gelten $u laffen, welcbe wir mit mehreren <Sd;riftftelIern ein Dampf*$ferb 
(cheval-vapeur) ober bpnamifd/e« f erb nennen. 

Der für biefe ©ro&e mandmtal gebraud)te 91ame $ferbefraft bünft 
nn« ungeeignet; er ijr eine unrichtige Ueberfejjung be« cnglifdjen Au«brucf« 
horse power, Vermögen eine« $ferbe« (puissance de cheval). 3jn 
biefemgaße r)at ba«2Bort Vermögen ben (Sinn oon Arbeit«f a&igf eit 
(Sücbtigfeit, Umfang ber Seifrung), unb e« t)at feinerfei Anfranb, it)m biefe 
©ebeutungi in ber SRectyamf beizulegen. S3ei jener unpaffenben Benennung 
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aber lauft ber Anfänger im ©turtum bfefer 3Biffenfd>aft ©cfafcr, bie ein* 
fa#e Öorfieflung ber Kraft mit ber gufammengefej&ten 93orftellung ber 
Arbeit $u oerrcedtfeln. (Sine Kraft wirb in Kilogrammen au«gebrü(ft; eine 
Arbeit ober ein me<tyamfd>e« Vermögen in Kilogrammetern. 

SBir fönnen $. 23. fagen: ein Vermögen üon a$t ^ferben, eine Arbeit 
bon je&n Sßferben ; aber wir »erben oermeiben, oon ber Kraft »on a$t ober 
je^n <ßferben $u foreefcen.*) 

82.. Die Arbeit einer Kraft fann, wie jebe« beftimmte Sntegral, burd> 
ben gtäcjenraum einer (Euroe bargejMt »erben, fo nämlicfc, ba§ bie nume* 
rif<^en 9lu«brüdfe für beibe einanber glet# flnb. 511« Slbfciffen biefer Guroe 
|>at man bie au« einem befiimmten «ßunete gemejfenen SBege ju nehmen, 
al« Drbinaten bie entfpretyenben SBertye ber auf bie föicfctung be« SBege« 
projicirten Kraft. 2>ie numeriföe ©eredmung ber gläcfce ober ber oon if)t 
bargefreHten Arbeit gef#ie(>t entroeber bur# genaue 3ntegrarion ober na<$ 
9W()erung«metboben. 

üöetfytel. Arbeit eine* fid) abfpannenben ©afe«. — din in einem 
Gtylinber beweglicher Kolben wirb auf feiner einen ©eitenfla^e, beren ^ntyalt 
A ifi, oon einem ©afe gebrütft. Ü>a« $olum V 0 be« (Safe« im anfänglichen 
Slugenblttf ifl gfeidj bem ctjlinbriföen 9laume AL 0 , oon ber 33ajt« A unb 
. ber Sange L 0 . 3)er ©efammtbruef , ben ba« ©a« in biefem Slugenblicfe 
auf ben Kolben übt, fei bur# F 0 bejei^net. %xx Verlaufe ber Bewegung 
»ädtfi ba« Üöolum be« ©afe« um ben oon ber Kolbenflacfye befdjriebenen 
Otaum, roJ&renb ba« ©eaic^t be« ©afe« nnoeränberltdj bleibt. <$« wirb 



•) gar not fagt (Princlpes de l'equil. et du mouv. , p. 34): %&x bie SBertlj* 
befHmmung ber »on beleb ten SWotoreit au*gcübten £&ätigf eit«* 
wirfung bieten fid) jwei gief d)natnr(id)e 2Xittel bar; ba* eine 
fr e fr e t> t barin, bafc man jufieljt n>eld)e Äaji j. 33. ein SRenfd) ju 
tragen im 6tanbe ifi, ober weid)e Hnfheiigung tnaä) «pfunben 
gefdjä&t) er verträgt, wenn er »ollig in Otn&e bleibt; ba« 
anbere, ba§ man nad) ber £eifiung fragt beren er in einer gege« 
benen §tit fä&ig ifr- X>ie$ jugebenb , Raiten wir nur für notb>enbig, bafj 
man nidjt burd) eine unb biefetfre Benennung biefe beiben ©eiten, von benen bie 
Kräfte in'* Stuge gefaxt »erben tonnen, »ermenge, nämlid) iljre 3ntenfil&t unb ibre 
Arbeit. 

D'Stubuiffon (TraUtf d'hydraulique, p. 334) befielt barauf, man tyabe in ber 
ledjnif von jeljer gejagt unb werbe alfo audj ferner fagen: „35ie Kraft eine« 
©trom« , einer 2Rafd)ine , eine* $ferbeS." WdjWbefrowentger gibt er bem Sorte 
Kraft ba« Slbjectio bnnamifd) bei, um bie 3bce ber Strbeit au*jubrficf en , unb 
nennt bie im eigentlid)en ©inne gebadete Äraft ftatifdje Äraft, wie wenn bie 
im ^uftanbe be* ©(eiigewidjt* »irfenben Kräfte oon anberer 9latur wären ai« bie, 
weldje wäb.renb ber Bewegung t^ätig finb. SBir unfererfeit« tonnen un* nidjt ent» 
|d?lie^en , bem b;ergebraa>ten 33rau*e bie ©enauigfeit ju opfern. 
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9lt. 82. 



angenommen , bajj bei Oom ©a« ausgeübte Drucf jtch im umgefehrten 93er* 
hältnifc mit feinem 93olumen anberej einem ©efefce gemäjj, auf welches wir 
gurücffommen wenn mir Den ben ©afen h«nbeln »erben. 2Ran »erlangt nun 
bie au« biefem $>rucfe entfpringenbe Arbeit oom anfänglichen Slugenblicfe an 
bis gu bemjenigen wo ba$ 93olum be« @afc$ V = AL geworben ift. 

gür irgenb einen awifchenliegenben 5tugenbücf fei baö ©a8--93olum 
burch Ax bezeichnet, wobei bie Sange x ber lineare Kaum $wif<hen bem 
tfolben unb einem Urfprunge ift weiter um bie S)iftan$ L 0 rücfwärts oon 
beffen anfänglicher (Stellung liegt. SDaS 93erhältni& biefeö 93otum$ jum an- 
fänglichen JBolum ifl £ ; ber 2>rucf auf bie ßolbenfläche betragt nach bem 

F L 

angenommenen ©efefce -j- 5 ; unb wäfcrenb ber ßolben um eine unenblich 

fleine ©rreefe oorrüeft — welche ein 3uwach$ oon x ift unb burch dx be* 
jeichnet fein foH — ift bie Arbeit aller ber Gräfte, welche baS ©a« in ber 
{Richtung ber Bewegung auf bie Elemente ber ßolbenfläche wtrfen lägt, 

= ^dx. Storch 3ntegratipn (©8.288) finbet man bie gefammte Arbeit ; 
nämlich 

l dx 

3n Ermangelung oon ßogarithmentafeln beredmet man ba« integral 

L dx 

- burch bie eintyfon'fche %oxmel 302). 

@$ fei 93. L = 4Lo. Stellt man ^ <g trc(fc l — L 0 ober 3L 0 in 
oicr gleiche Steile, fo ftnb bie 5Cbfciffcn ber ©ren^unete unb ber brei 3wi* 

fthenounete, fowie bie zugehörigen 2Berthe oon y = ^ au« folgenber 3ufam* 
menfteüung gu entnehmen: 



T = F 0 L 0 f L 7 = 2,3026. F 0 L 0 log. £ = 2,3020 ^ V 0 log. -1. 



xo = L 0 

= i 







xa = 




*3 = 


4 L « 




4 

~ 7L 0 


y% = 


4 

iöt; 


y 3 = 


4 

13L 0 



x 4 = 4L 0 



l 



alfo - / ^=|- t ^ i5l (yo + 4yi+2y,+4y i + y 4 ) 
$a$ ffiefultat ift 1,39; ber genaue ^ntegralwerth 2,3026 log. 4= 1,386. 
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Iritis Kapitel. 



23on ben Waffen unb t&ren (Eombtnationen mit Diftanjen 

unb ©efdjtotnbigfetten. 



§. 1. Von ber JHaffe eine« Körper*.*) 

83. Sßenn jwci materielle ^puncte fo beföaffcn finb, ba§ fle (bcjte^ung«^ 
weife) unter ber ßimoirfung gmeier gleiten Gräfte oon conflanter ^ntenfttät unb 
(Richtung eine unb biefelbe ©ercegung annehmen, fo fagt man, fle baben biefelbe 
ÜRaffe. ßrforbern fle aber für eine unb biefelbe öeroegung jtoei oerfefciebene 
Gräfte, fo fagt man, il;re «Waffen feien biefen Gräften proportional. SWan 
wirb fpäter fefcen, ba§ gwei materielle <puncte, um nad) unb nad> beliebige aber 
immer für beibe $nncte ibentifefce Seioegungen anjune^men, je §rcei tfreifte 
erforbern n>el#e in eonftantem 93ertyältni§ bleiben fo lange fl$'$ oon ben 
namltctyen beiben Runden (mnbett. #iernacf) fann man bcn ©runbbegriff ber 
SWaffe , toie tyn bie 2Red)anif aufteilt , in folgenbem WuSbrucfe geben : 

Die Staffen oerfdjiebener materieller <ßuncte finb 
@ro§en, bie ben Gräften proportional finb »etdje biefe ma* 
teriellen $uncte nöt^tg (>aben um in eine unb biefelbe Sc* 
roegung gn geraten. 

84. Die 2Raffe irgenb eine« Äörper« ifl bie (Summe ber 2Raffen aller 
materiellen $uncte au« benen ber Körper jufammengefe^t ifl. 

85. 9tuö bem Vorhergegangenen erfiefjt man, ba& bie Sßorte Irag* 
tyeit unb 2Raffe ntcfyt Daffelbe auäbrücfen. Die Xragfceit mati)t, bafj eine 
Äraft notljwenbig ifl um bie Bewegung eine« Körper« beroorjurufen ober ju 
mobificiren; bie grßfjere ober geringere SRaffe eine« Körper« ma<tyt, ba§ eine 
größere ober geringere $raft nottyroenbtg ifl um bem Äörper eine geroiffe Be- 
wegung mitzuteilen ober feine Bewegung in gewiffer SBeife gu mobifteiren. 
Die ^rägfjeit ifl eine gemeinföaftlictye (Sigenfdjaft aller Äörper; bie ÜRafie 
jebe« Körper« ifl eine biefem Körper eigent(>ümlta)e ®rofje. 

•) 35ie in biefem $ enthaltenen »orläufigen «Rotijen finben eine umfaffenbere (klaute-- 
rung im IL 9lbfönitt. 
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86. $>amit man bie Staffen ber ßorper als ©röfcen in bic töectynung 
einführen fönne , (>at man eine ©nljett ber 2Äaffc jn wählen. 

2Ran ift übereingef ommen r als (gintyeit bie «Waffe eines 
ÄörpcrS gn nehmen, weiter, auf einen einigen tyunet con-- 
centrirt, bie ßinwirfung ber ßrafteinfceit wafcrenb ber 3cit-- 
ein^eit erforbern würbe um bie (Sinfcctt ber ©efd; winbigf ett 
(b. Ij. bie bur<$ bie ßängenein&eit bargcfieflte ©efa>tnbigfeit) $u erlangen, 

87. HuS biefer Uefrereinfunft folgt, ba§ ber numcrifa)e Stusbrutf für 
bie 2Jcaffe eines ßorperS mit beut numerifd)en ftuSbrucf für bic Jtraft über-- 
einfiimmt, wet$e in ber 3citcin&eit bem Körper bie (Sinfceit ber ©efebwin-- 
btgfeit »erraffen würbe. 3Kit anbem ©orten: bie SWaffe eine« tförperS 
enthalt ebenfooiel 2Raffenein&eiten, als jia? flraftein&eiten in berjenigen tfraft 
ftnben, welche bem tfflrper, nad)bem fte wäfcrenb ber 3citein(>ett gewirft £at, 
bie ©cfcbwinbigfeitSeinfiett mitteilt. 

88. (Srfa^rung unb 23erfud)e jeigen, bafj baS ©ewidjt eine« törperS 
für einen befitmintcn Ort eine conjtante Äraft ifr (139). Siegt ber Ort ber Seob-- 
ac^tung unter ber ©reite »on 4 #aris, unb wirft baS ©ewte^t allein auf 
ben ßörper (ber fta) folglich im leeren SRairaie beftnben mü&te), fo bewirft 
baffelbe, ba§ ber Körper nad) ©erflufc einer ©ecunbe eine ©efebwinbigfeit 
von 9 m ,8088 erlangt. $)arauS fann man, wie wir balb (140) fe&en werben, 
fa)lie§en, bafc, wenn ein ÄSrper in einer ©ecunbe eine @efd)winbigfeit oon 
nur einem «Meter annehmen fott, bie fcieju erforberli^e tfraft gleicb bem 
©ewid>te beS Körpers bfoibirt bura) 9,8088 ifr. 

©ringt man biefe $&atfad)e in Jöerbinbung mit bem in ber oorigen 
Kummer aufgefaßten wiUfürlia^en ©a|je, fo fte^t man: 

£)ie SRaffe cincS$orperS ifl numertfeb auSgebrücft burefy 
ba S ©ew i#t beS ßör per S biotbtr t burdj bie reine 3a f>l 9,8088,*J 
»orauSgefefct bafj ber Äörper im leeren föaume unb in ber ©reite oon $artS 
gewogen wirb. 

2)te 3aj)l 9,8088 wirb in unfern gormein ftetS burd> ben ©uebftaben g 
bejetdmet werben. 

£at alfo ein ßärper ju !)3ariS im leeren töaume baS ©ewidjt p, unb 
ifl m feine SWaffe, fo f>at man 

m = |. [10] 

•) (SS »erficht ftd;, bafj tiefe 3af>l «ine anbete wirb wenn ftatt bed «Dieter« eine anbere 
Längeneinheit j« ©mnbe liegt 
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§. 2. U<m ber (ßtBfo ber iBeroegunjj unb non *er lebenbigen 
|1oten3 ein« bewegten materiellen "JUnncts ober &nflenw. 

89. Definition. $>a« <probuct au 6 ber SWaffe eine« mate^ 
riellen ^uneteö «nb feinet ©efa)roinbigf eit für einen ge- 
roiffen 'Äugenblicf heifct bie Quantität ber Söemegung ober bie 
33emegung8«©röfk biefe« elementaren Körper« in bem betraf 
teten Slugenblicf. 

Segnet man bie SKaffe bur# m nnb bte ©efetyroinbigfett bnr# v, fo 
ift alfo bte ©tßfje ber Bewegung = mv. 

96. Definition. SDa« $robuct au« ber 2Raffe eine« mato 
riellen $uncte« unb ber $rojectton fetner @efd>»inbigf eit 
auf eine 2lje $eifct bie «protection ber 93en>egung«grfl§e 
w c td^e biefem <puncte in bem betrachteten Hugenbltcfe 311* 
fommt. ©ilt Ox al« 2tje, fo bezeichnen wir biefe $rojection«grö§e 
bur$ mv x . ©ie ijt pofttto ober negatio je naa) bem öorjei^en »on v, (28). 

91, SDefmitton. 31* ein beliebige« elftem materieller 
<ßuncte in ^Bewegung, fo ^ ei§ t bie algebraifctye Summe ber 
auf irgenb eine 2lje projicirteu 23en>egung«gräfjen, welche 
ben einzelnen Runden $ufommen, bie auf biefe 9t$e pro* 
jictrte 23eroegung«grö jje be& ganzen ©pfiem«. SBitb Ox al« 5(je 
genommen, fo fofl biefe (Summe, meiere pofitio ober negatio fein fann, be* 
jeta)net fein butdj 

92. £>efinitionett. — 1) £>ie £älfte be« «probuet« au« ber 
Sftaffe eine« materiellen $uncte« unb bem Duabrat feiner 
©efd;toinbigfeit ^ et § t bie lebenbige Spotenj ober ba« lebenbige 
Vermögen (puissance vive) biefe« Körper« im betrachteten Hu* 
g e n b t i cf e. 2Me ©ejeic^nung bafftr ifi 

±mv* 

2) 2)ie lebenbige $otenj eine« materiellen ©Aftern« ijl 
bie Summe au« ben lebenbigen «potenten feiner Elemente, 
unb n>irb bezeichnet bura) 

^i-mv 1 ober {^ my « 

2>ie lebenbigen ^otengen jinb ba^er wefentlich pofitioe ©räfjen. 

Tim wirb weiter unten (160 u. 168) fetyen, roie man barauf geführt 
toorben ijt, bie ©röfce ber SSemegung unb bie lebenbige *poten$ bei bemegten 
Körpern $um ©egenftanb befonberer ^Betrachtung ju machen. 
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§. 3. Vom £d)mxp\x\\itt tixm £>\)fitm* materieller fünfte. 

93. 5)a« $robuct mx au« ber 9Raffe m eine« im föaum beliebig lie-- 
genben materiellen «puncto unb feinet £i(ran$ x oon einer ebene yOz ^>ei§t 
ba« ÜRoment biefer 2Kaffe in 23ejicf>ung auf bie angenommene ebene. 
©ef)t leitete bur# ben ^unet, fo ifi ba« 2Roraent null. $)ie Momente $roeter 
materiellen $uncte ^aben »ergebene 23orjeta)en, wenn bie gurtete auf Oer* 
fa)iebenen ©eiten ber ebene liegen. 

94. 2e$tfafe- iebe* Styjiem oon materiellen $uncten — 
mögen biefe in ^Bewegung ober in ftuH unabhängig oon ein-- 
anber ober bur$ roecbfclfeitige einroirfungen oerbunben 
fein — gibt e« in jebem Stugenbltcfe einen geometrifd;en 
*punct oon foleber Sage, bafj ba« $robuct au« ber ©efammt-- 
maffe be« ©oftem« unb bem »Ibfranbe biefe« «punete« oon 
irgenb einer ebene gleidj ifi ber algebratf$en Summe au« 
ben Momenten ber eiementarmaffen in 23e$ie$ung auf bie 
nämlidje ebene unb für ben nämlichen 2lugenbltcf. 

2>iefer geometrtföe $unct fcei&t ber ©ebtoeryunet be« materiellen 
©pftem«.*) SDa« ^robuet au« feinem Stbftanbe »on einer ebene unb ber 



*) Da« Dafcin eine« ©ehwervunetö würbe bnreh bic Betrachtung be« ©leidjgewicht« 
fiarrer Äor»er entbeeft; unb bie Definition welche man gewöhnlich vom €>d)wer-- 
»unete gibt fefct bie Starrheit be« ^»jremö »orau«. Der €>d)werpunct, fagt man, 
tft berjenige $unct beS Äor»erö, burd) Welmen ftet« bie fliefuttante für bie 
ßfnwirfuugen ber ©cbwere auf bie Elemente be« Äorver« &inburdja,ebt , n>ie man 
auch ben Äörver im {Räume breben möge, ©egen biefe Definition finb mehrere 
Sebenfen ju ergeben; erftlid) fann ftc ju ber inigen 5Äeinuug »erteilen, al* mflffe 
ber ©d)wer»unrt ein materieller $unct fein ber bem betrachteten Äorver felbfi an- 
gehört, waß nic^t ber %aü ift (wie j. 33. eine $ot)(fuge( ober ein SRing jeigt) ; unb 
ferner läfit fich jene Definition felbft bann, wenn man bie jur Skrmefbung obigen 
3rrtf>um8 nott)ige SWobification anbringt, nid)t unmittelbar unb ohne weitere (Srläu* 
terung auf Ä5r»er »on »eranbcrlicher ©eftalt anwenben, auf eine fclüfiigfeit ober 
auf ein ©bfrera mehrerer Äor»er, wo e« feine SReful taute im eigentlichen Sinne 
mehr gibt. 

Die »on un« (nad) bem Vorgänge ber ©eometer be« achtzehnten 3ahrr)unbert«) 
angenommene Definition ifi allgemeiner, unb feiner fallen 21u«lcgnng fähig. 

Der fiebrfafc (94), auf welchem biefe Definition beruht, ift eigentlich ein €5a{j 
ber ©eometrie, ber folgenbermafien au«gef»rocben werben founte : 2Bcnn man in 
einem beliebigen ©ttfteme geometr ifch er $uncte, weldje in einem 
gewiffeu Slugenblicfe bejtlmmte Sagen einnehmen, jeben^unet 
mit irgenb einer 3«*bJ »erficht, fo gibt e« für jeben Slugenblicf 
einen geometrtfehen tyunet von foldjer Sage, baß ba« ^robuet 
au« feiner (Entfernung »on einer beliebigen öbene unb ber €>umme 
fämmtlid)er ben ^uneten beigefd)riebenen 3al>lctt gleich ber 
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(Scfammtmaffe be$ 6ttjrem$ j>eifctba8 Moment ber SWaffe be$ 6pjiem$ 
in Jöejiejmng auf biefc dbene. 

Scmciö. 

1) 3»ci materielle ^unete, bereit «Waffen m', ra" ffnb, &aben bie 
gagen A', A" (gig. 9). 

3^r <5a)roerpunct farnt nirgenb anberömo als auf ber ©eraben M'M" 
liegen; benn fonji würbe baö Moment ber ©efammtmaffe null »erben fönnen 
ofcne ba§ bie ©umme ber @lementar*2Romente null roirb. 

(£ö fei G" ber ©#n>erpunct, bejfen ßage nodj unbefannt ifi, unb beffen 
2) a fein fetbft crfl ju beweifen ift. gdflt man auf eine beliebige ßbene bie 
©entrechten A'B', A"B", G"C, beren Sangen burdj x', x", X" bejeia>net 
fein mögen , fo foll bie ©Icia^ung ftattfinben 

(m' + m") X" = m' x' + m" x", 

ober 

m' (X" — x') = m" (x" — X"). 
SBtrb bie ©erabe N'G"N" parallel ju B'B" gebogen , fo fcat man 
X" — x' = A'N', x" — X" = A"N". 

£>er $unct G" wirb fomtt bie oben au$gefpro#ene ©genfa)aft tyaben, 
fobalb bie Proportion befielt 

m' : m" = A"N" : A'N' 

ober 

m' : m" = A"G" ; A'G", 

b. ty. ber ©etywerpunet für jroet materielle $uncte liegt auf ibrer Serbin- 
bungSlinie A'A" unb tyeilt biefe naety bem umgefef>rtcn Serfcältntjj ber beiben 
Staffen m', m". 



«Summe ber qjrobucte ift, meldte man erhält man bte (»ofitioe 
ober negatioe) Dijianj jebe« einteilten *JJun(te« oon jener (Ebene mit 
ber ifyra jngety&rigen $af>l multiplicirt. — (Sinb j. JB. bie »erfdjiebenen 
»Puncte , um welche fiäVd ^anbelt , bie SRittelpuncte für bie GJemeinbebejirfe einer 
Frowin j, unb wirb jebem folgen *puncte bie 2Mflja(>l ber ©emeinbe beigefdjrieben, 
fo tji jener <ßunct, »on bejfen 6rjfrtn$ ber £eb r fal> fpttdbt, ber SWitteipunct ber 33e- 
»Blferung biefer ^rootnj.) — 3>er Jöeioei« beß in feiger ftorm gegebenen ©afceS 
würbe wen bem im Xegte enthaltenen Öemeife nur barin abweisen , bajj an bie 
©teüe ber partiellen SÄaffeu bie 3<Mt" träten, burdj »eldje bargeftetlt ift, meldte 
SBidjtigfeit jebem $nncte von trgenb einem ©efidjMpunctc aud eingeräumt »irb. 
©oflte ein fiefer noefy einigt iHmfelljeit in ben eben tyingefieflten SBegriffen über bie 
Staffen ber Ä&rper finben (meläje übrigen« ber jroeite Slbfdmftt o&flig auffläreu 
wirb), fo tonnte berfelbe ftä) vorläufig bie SDtaffen burdj 3ab.len »ergefteflt benfe« 
mit benen bie (Elemente eine« materiellen ©bjent* begabt jinb. 
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SBenn bet fßntict G" auf biefe Sßeife befrimmt ift, gilt bie ©leicbung 
(m' + m") X" = mV -|- m"x" 

für jebe beliebige Sage bet Momenten* (Sbene ; wobei jebo<b jietä bie 
SBorgeidjen ber Drbinaten x', x", X" gu bead;ten finb. 

2) @3 feien gu>et materielle ©pfleme »orfyanben welche bie ©efammt- 
maffen M',M" baben. SBir nebmen an, bafi c$ für jcbcö biefer Spfleme 
einen ©cbwerpunct gibt, b. b- einen Sßunct »on ber im Sebrfajjc auSgefpro* 
a)enen (Sigentbümlicbfeit ; unb biefe beiben ©djroerpuncte foücu A', A" bei&en. 
SDurcb bie nämlichen Seelüfte wie »orbin lafcf flct> tum beweifen, bafc für bie 
beiben in Serbinbnng gebauten ©pfieme ein gemeinfamer ©<broerpunct G" 
beftebt, unb ba& biefer bie ©erabe A'A" in jwei ©tücfe A'G", A"G" tyeilt 
wetebe fldj umgefe^rt »ermatten »ie bie Waffen M',M". $enn in ber 
©leidmng 

(M' + M") X" = MV + M"x", 
»el<be bie Drbinate be$ Rundes G" für jebe beliebige Sage ber (Sbene B'B" 
ju befriebigen fyat, ftnb in ben ^robueten MV, M"x", ber 93orau«fe|$ung 
geind^ bie Momente für fämmtli^e (Elemente jebe« <5t»fiem$ jufammengefafjt. 

3) Kcbmen brei aKajfen-eieraente m', m", m'" bie Sagen A', A" A'" 
ein, fo fann man bie beiben erjten ju einem untergeordneten ©öftem gufam* 
mennc^men. 3)ann t)at, na<b ber »orftebenben Semerfung, ba$ gange <5p|iem 
einen ©ebwerpunet G'", unb biefer liegt auf ber ©eraben G"A"', roelcbe ben 
©ebroerpunet G" be$ auä m' unb m" beftebenben ©vficmS wtt ber Sage A'" 
beS britten ßlement« »erbinbet; ferner fytttt berfelbe biefe ©erabe in jroei 
©tütfe voeldje mit ben Staffen m' -f m" unb m'" in umgefefjrtem löerljältnijj 
jleben. 

3)iefe ©etraebtung , roelcbe fidj teid;t auf jebe beliebige 2ln$al)l öon 
SKaifen^dtementen auSbe^nen läfct, beweifi ba$ SDafctn eine« tynen gemein* 
famen ©<broetpunct$ , wie er oben befinitt würbe, unb lefcrt tyn bureb geo* 
metrif(be (Sonjiruciion flnben. 

95. ©inb x', y', z'; x", y", z";.... bie red;fn>infeligen (Soorbinaten 
beliebig vieler ju einem ©pfieme oerbunbener matericöer ^unetc, benen bie 
«Waffen m', ra", .... jufommen, unb be$eid)net man bie ßoorbinaten für ben 
©ebwerpunet beö ©tyftemö bureb X, Y, Z, fo fann man ba$ allgemeine (5r* 
gebnijj ber oorigen Hummern in folgenber 2lrt fd;reiben: 

XZm = 2rax, Y£m = 2my, ZSm = 2mz , 
tubem man unter ^mx bie Summe m'x' -f m"x" -f , . . , unter -2my unb 
-2mz bie auf abnlicbe 3lrt gebilbeten 6ummen, forote unter 2m bie ©umme 
ber 2Ka|fen* oerjiebt. hieraus folgt bann 

_ Zmx _ Smy _ Zmz 

~ Ti^T ' Y -^' Z -2n? 1111 
««(anget'» SRe^an«. L 4 
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Slufierbem bafj biefe ©leichungen [11] bie doorbinaten be« <S$mx* 
puncto al« Functionen ber Staffen unb doorbinaten ber Elemente liefern, 
^etoetfett jte auch noch bafe e« für ein ©efammtfpfiem nur einen einzigen 
©chwerpnnct gibt. 

96. Die obigen ©lehmigen behalten auty für ein fchiefwinfelige« 
doorbinatenfpftem ihre ©cltung; benn in biefem galle ftnb g. 33. bie Di- 
naren x', x", . . . . X ben fenf rechten Slbflanben *>« betreffenben «ßunetc üon 
ber dbene ber yz proportional 

97. gerner (äffen jt$ biefelben ©leichungen auch auf ben ©chtoerpunet 
eines ©pfiem« begehen, »eiche« au« mehreren ©nippen ober untergeorbneten 
©pjlemen befielt , loenn jeber ber Sucfyjiaben m', m", ... bie ©efammtmajfe 
eine« folgen Zf)til*Gtyfttm& bebeutet unb bie doorbinaten x', y', z' j x", y", z"j ... 
ben ©ch»erpuncteu tiefet einzelnen ©pfleme $ugehören. 

Die Sage be« ©chroerpunet« für ein gufammengefefcte« ©pfiem bangt 
überhaupt blo« »on ben Sagen ab, »eiche bie ©ch»erpuncte ber untergeorb* 
neten ©pfreme einnehmen, unb t>on ben gegenfeitigen 93ert) 5 Itniffen 
jn>tfcr>en ben ©efammtutaffen biefer ©pfieme. ©inb jene Sagen unb biefe 
SBerhaltntjfe gegebene, fo lä&t fich bie Sage be« gemeinfamen ©ch»erpunct« 
entoeber analptifch ober auch geometrifch (9ir. 94) finben. 

98. $n ftttm vorhergegangenen ©leichungen fann man für bie Staffen 
bie ihnen proportionalen (88) © e » i ch t e fefcen. ©inb fomit p', p", p'" . . . 
bie ©e»ichte ber dlemente eine« beliebigen ©pfiem« j x', x", x'" ... bie reetyt- 
»infeltgen ober fchiefoinfeligen Drbinaten berfelben in 2Se$te£ung auf eine 
dbene ber yz; P ba« ©efammtge»icht be« ©pftem«; X bie Drbinate be« 
©cpwerpunet« bezüglich jener dbene: fo hat man, wenn man in ber erfreu 
©leidjung ber 5?r. 95 beibe «Seiten mit g multiplicirt , 

XP = p'x' + p V -f . . . . = 2fcx. [12] 

2Ran fa&t biefen 2lu«brucf in folgenbe ©orte : $enftmanfichba«©e* 
fammtge»tcht eine« ©pfiem« im ©ch»erpuncte »ereinigt, fo 
ift, bezüglich irgenb einer dbene, ba« Moment biefe« ©c-- 
»icht« gleich ber ©umme au« ben ©e»tcht«*2Romenten aller 
dlemente. 

99. 2öcnn man bie fämmtlichen Staffen eine« ©pflem« parallel mit 
ber 9l$e ber z »erfa)iebt, fo bleiben bie dootbinaten x, y ber dlementar* 
«Waffen biefelben j mithin »erben auch bie beiben doorbinaten X, Y be« 
©ch»erpunct« fleh «id>t änbern. *projicirt man alfo baö ©pfiem parallel 
mit ber einen doorbinatenaje z auf bie dbene ber beiben anbern (inbem 
man nur bie Sagen ber materiellen $uucte, aber nicht ihre Staffen oeranbert 
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benft), fo ift ber ©<$»erpunct ber 5ß roj c ctio n bie *Proiectioit 
, be« urfprünglid>en <Sd)u>etpitncted. 

Ebenfo oerftflt fid>*ö , wenn fatnmtltd;e Elemente be« ©pftem« mittel« 
paralleler ebenen auf eine 9l$e projicirt »erben. 

100. ©inb bie Staffen ber <partialfpfieme etnanber glei#, fo ifl bie 
3)ifran$ be« gemeinfameu ©cfywerpunct« oon einer beliebigen Ebene ba« 
aritbmetif$e bittet au« ben $)ifian$en ber ben einzelnen ©pftemen 
juge&örigen ©ebroerpunete oon ber nämlichen Ebene. 3n biefem galle nennt 
man ben ©cbioerpunct be« Jotal*©pftem« jutoeilen ben (ßunet ber mite* 
Um Entfernung für bie partiellen ©cfyroerpuncte. 

101. 23ei ben Slnwenbungen ber flnalpfi« unb ber ©eometrie auf <Pbpftf 
unb SRecbamf nimmt man bie E$ifren$ oollfommen homogener Körper an, fo 
ba§ für bie gange räumu^e 9lu«belmuug eine« folgen Körper« bie SWaffe M 
rcelcbe einen gennffen $&eil feine« äJolumö au«fütlt, bioibirt burd> ben nume-- 

M 

rifa^en 9lu«brucf V btefe« 23olum«, einen burcfyau« conjtanten Quotienten y 

gibt, tiefer Quotient ift bie ÜKaffe für bie Einheit be« SÖolum«, unb £ei&t 

in ber 2Rea>nif bie 2)i4>ttgfeit be« Äörper«. 23e jetebnet P ba« ©enriebt 

p , 

jene« Xpetl«, fo tft au$ ber Duotient y für bte gange 9(u«be$nung be« 

Äörper« eonftantj er gibt ba« ©ewiebt für bie Einheit be« öolum« an, unb 
&ei&t ba« fpecififd>e ©etoiebt be« Körper«. 

2)iefe begriffe, melc&e eine abfotute ©tetigfett ber «Katerie oorau«fefcen, • 
paffen nid?t in aller Strenge auf bie ftaturförper ; benn biefe ftnb Sln^äu' 
fungen materieller X^etlc^en ober Atome, bie nityt unmittelbar aneinanber 
anliegen, fonbern burd> $oren ober leere födume getrennt jinb. 

$a aber bie Atome unb tr>rc 3n>tfcbenräume fo äufcerft Hein jlnb, bafc 
ein für un« fauin noa) waljrnebmbare« SBolum unermefjltd) oiele beweiben 
umfaffen fann, fo fübrt bie 3tona(>inc ber ©tetigfeit ju feinem merfltd&en 
gefjler bei tlnterfudmng ber Sejie^ungen »eld;c jwtföen bem 93olum, ber 
«Waffe unb bem ©ewiebte meebamfety bomogener Ätdrper befielen, ober bei 
Eeftimnuntg tyre« ©ebwerpunet« ; unb jene Annahme gewährt ben öort&eil, 
ba& fie bie Amoenbung matyematifeber üRetyoben erlaubt, in allen gälten 
nämlidj »o bie ©eftolten ber äorper mit (jinrei^enber 9(nud(>erung fi# unter 
bie Definitionen ber ©eometrie bringen laffen. 

©etradjtet man einen Äörper al« matf;ematifö homogen, fo fann man 
feinen ©etymerpunet a priori befiniren, inbem man ben Staffen * Elementen 
ibre Solume fubfHtuirt, bie unter ber erwähnten öorau«fefcung tönen pro- 
portional ftnb. ORan nennt beftyalb biefen $unct öfter« ben ©a)werpunct 
für ba« Solum be« Äörper«; unb e« ijl flar, bafc bie einzig not&roeubigen 
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Mitgaben jur 93eftimmung be« <5$tt>erpunct$ bie 9(u8betynung unb ©efhtt 
be$ »om Körper eingenommenen 9taumeS flnb, bie Dictytigfeit aber aujjer 
Spiel bleibt. (®fi. 306 u. f.) 

102. £abcn bie mit ben «Waffen m', m", ... begabten $uncte eine 
©eroegung, fo feien für einen befrimmten Slugenblicf x', x" .... tyre Slbfciffen 
auf einer beliebigen 9l$e, unb X bie 9lbfciffe für ben £a>erpunct i^reö elftem« 
im namüc^en Slugenblicf. 2Ran &at bann 

(m' + m" + m'" + ...) X = mV + mV + m"'x"' -f .... 
2Baf>renb eine« flcinen 3eirröumö dt nehmen bie oerfa)iebenen flbfeiffen um 
dx', dx", dx'", .... dX ju, unb man »irb tyaben 

(m + m" + m"< -f ...)-= m'_ + m"- + wf— +...,. 

b. b. (90) bie auf eine Slje projicirte @rfl§e ber 23en>egung 
für bie ©efammtmaffe eine« ©»fremfi, wenn man biefe 2Raffe 
im <5a)roerpunct »ereinigt benft, iji gfeidj ber (Summe aus 
ben 93etocgungSgrö§en f dmmtr td;er Elementar * Staffen, pro* 
jictr t auf bie näm lidje 9t je. 3ft U btc ©efa)»inbigfeit beS 6d>n>er-- 
punctS, fo läfjt fi$ bie& furj fo f^reiben: 

U x rm = Zmv % . [13] 

103. Drei a&n(i$e ©teietyungen wie biefe tefcte geben bie ©eföttinbig* 
feit U beS ©djwerpuncts unb tyre Ottdjtung als Functionen ber ©cfdm>in* 
bigfeiten ber elementaren Staffen , unb ber SBinfel n>e^c beren töia)tungen 
mit brei redjtwinfefigen 5ljen biiben. 

§. 4. Vcn ber lebenden fMenj einte ßarren i^orpero ber 
nm eine frfle Jlre fid) breljt , nvto von feinem €ra0i*tt* - JHonunt 

in jBejieljnng auf biefe 2in. 

104. Slbfotut ftarre Körper, b. \). fotdje beren demente oöaig unoer-- 
änberlt^e SDitfanjen unter einanber behaupten, gibt e$ in ber Statur ntrgcnbs. 
Solange inbefc bie auf eine ftormoeränbcrung funroirfenben Gräfte niebt gu 
gro§ ftnb, fönnen geunffe Körper — wie bie (Erfahrung bartyut — na>rungS-- 
n?eife atö ooüfommen jtarr angefefyen »erben. 

©n foleber Äörper fei in Rotationsbewegung um eine fefie 9lje, unb 
es bejei^ne 

a» bie 2Binfefgefd;toinbigfeit beffelben in einem gennffen 2tugenbli(f, 

m bie SWaffe t>on einem feiner (demente, 

r bie SDiftang biefeS Clements »on ber DiotattonSaje : 
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bann ifr bie ©efdjwinbigfett be« (Sfement« (48) .... wr 

unb feine lebenbige <poten$ (92) 5*ma>V. 

Die lebenbige $oten$ be« gongen Äörper« ifl batyer ." . . «SymaiVj 

unb ba bie ©rö&e {w 2 al« gemeinfa;aftlttf)er gactor bei allen ©fiebern btefer 
Summe, bie fta) auf einen beftimmten Slugenblttf begießt, erföeincn muft, fo 
rebucirt jt# bie ©umme auf 

j w2 Zmr*. [14] 

105. Die ©röfje -2mr* b. i. bie Summe ber ^robuete bie man erhalt, 
wenn man jebe« Ü7toffen*(5lement eine« ftarren ©pfiem« mit bem Ctuabrat 
feiner Diftan$ oon einer 2(je multtplicirt, ^ei§t ba« ^rag^eitö-- Moment 
be« ©mtem« in 93ejie&ung auf biefe 9(je. 2Bie man leicht fte^t, ifl baffeibe 
berjenigen «Kaffe numerif# gfetc^, wefebe, um bie @inl)eit ber Diftangen oon ber 
5tje abftebenb, für fld? allein bie namfidje lebenbige ^otenj bereit würbe wie 
ber betrauere ftarre Äörper. 2Rit Senüfcung biefer Definition lagt ft<f> bie 
toorbergegangene formet auf folgenbe SBeife lefen: Die Icbenbtgc *ßo* 
tenj eine« ftarren, um eine fefte 9lr.e rotirenben Äörper« 
für einen beliebigen Slugenbütf ifl ba« batbe ^robuet au« 
bem Duabrat ber SBinf etgefdjwinbigf eit wetdje ber Stbxptx 
in biefem Stugenblirf bat, unb feinem $ragbeit«moment in 
J8e$tel)ung auf bie 9totation«a$e. 

106. Die Seftimmnng be« Xragbeit«moment« eine« Äörper« für irgenb 
eine 2lr.e wirb burd) einen allgemeinen ßebrfafc erteidjtert, mittel« beffen man, 
fobalb ba« $ragbeit«moment eine« ftarren ©bftem« für eine bureb feinen 
©ebwerpunet gebenbe 9(je befannt ifi, ba« 5Trägbeit«moment be« ©öftem« 
für eine beliebige parallele $u jener 9tre ftnbet. 

($« fei 10) Oz bie burd) ben ©tywerpunet gebenbe 5tre ; AB bie 
anbere. 9Ran ^tet>e Ox fo, bajj f!e beibe ©erabe fenfred)t febneibet, unb 
erriete Oy fenfrecfyt auf ber (Sbene zOx. gür irgenb einen $ßunct M be« 
©ßftem« feien x unb y bie mit Ox unb Oy parallelen Goorbinaten ; affo 
OP = x, PC = y. Die Diftana MQ ober r t be« <ßunct« oon ber 2tje Oz 

tft = OC = Vx a +~y 9 J feine Diftanj r (= AC) oon ber 9(je AB 
fübrt, wenn man OA = k fefct, auf bie ©lei^nng 

r* = y* + (k — x)* = y« + x* + k» — 2kx = r 4 « + k* — 2kx, 

ober, na<$ 9Mtiplication mit ber STJaff« m be« $nncte« M: 

im 7 = mr^ -f- mk 1 — 2kmx. 

Dicfe ©letdmng pa§t für jeben $uuct be« ©Aftern«, wenn man ber 2lbfciffe x 
immer ba« gehörige Corjetcben gibt, b. f). fte negatio nimmt fobalb ber $unct 
I? int er ber (Sbene yOz liegt. 
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$enft man fiä) folctyer ©leicjmngen, wie bte lefcte, footele angetrieben 
al« $uncte im ©pjieme oor^anben ftnb, unb bann aUc biefe ©leictyungen 
abbirt, fo folgt 

2mr 2 = 2nV + k^mj [15] 

benn ba ber ©ttytoerpunct G auf ber 9t$e Oz liegt, fo ifi bie algebraiföe 
©umme -2mx ber auf bte (Sbene yOz belogenen SRomente null (95). 3Kan 
§at alfo folgenben ©afc: 

SDa« $ragheit«momcnt eine« jlarren ©pjrcm« für eine 
beliebige &$e credit man, wenn man &u bem Xrägfyeit«^ 
moment für eine 9l$e, roetdje parallel -gut »ortgen bur# ben 
©<$werpunct gelegt ifi, ba« <ßrobuct au« ber ©efammtmaffe 
unb ber quabrirten Entfernung beiber 51 jen abbirt. 

107. 9la$ bem 23eifpiele engüfdjer ©djriftfieller gebrauten n>ir ben 
tarnen ®»ration«*töabiu« ober ©#n>ungrabiu« für bie Sange R, 
»el#e bie ©leityuug 

befriebigt, b. ben Wanb »on ber 5(je angibt in »eifern man bie 
©efammtmaffe be« rotirenbeu Körper« concentrirt benfen mü&te um ba« 
nämliche £rägheit«moment gu ermatten, wobei bann aud> bie lebenbige $o-- 
teng ftdj niä)t änbern würbe folange bie SBinfelgcfönnnbigfeit biefelbc bleibt. 
33cjetcbnct R, ben SdmumgrabiuS be« Äörpcr« in 5Bejtc^ung auf bie burety 
ben ©dmwpunct ge^enbe 2lje Oz, fo fommt bie lefcte ©leidjung ber 9tr. 106 
na$ SBegfdjaffung be« gcmeinfameii gactor« -2m auf bie gorm 

R* = V -f k 2 , [16] 

b. t). ba« Ouabrat be« ©ctywungrabtu« eine« Körper« für 
eine beliebige fl|c ifi bie Summe au« bem Cuabrat be« 
6<$n>ungrabiu« für eine parallele burety ben ©djroerpunct 
ge^enbe 2l|e, unb bem Cluabrate be« Hbftanb« beiber Ajen. 

108. «franbelt |tdj'« oon einem homogenen ftörper, fo tann man in 
ber @leid?ung 2mi 2 = R^m ben elementaren ÜRaffen ityn 93olume u, 
toeltye ifjnen proportional finb, fubflituiren, unb erhalt fcieburty 

2ur 2 = R« 2u. 

I)er ©djtoungrabiu« läjjt ftcf^ alfo. unabhängig oon jebem Segriffe ber 
2fte$anif beftniren. 

Die ©efttmmung ber 2rdgbeit«momente ober ber ©djwungrabien homo- 
gener Körper oon geometrtfdjer ©cjtalt gibt ©elegenfccit gu nüfcli#er 2ln- 
»enbung ber 3ntegralredmung, (©2. 9ir. 343 u. f.) 



* 
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109. 2Bir tya&en gefeben (104), ba§ bte lebenbige $otenj cine^ 
ftarren, um eine fefte 5ljc rotirenben tförper« burdj 

au«gebrü<ft ift $>ient bie toorige fiinie AB at« fefte 9(je, unb fefcen wir 
für £mr* ben in 9tr. 106 erhaltenen 2ln«brucf, fo wirb bte lebenbige ^otenj 
bargeftellt bureb 

9tun ift a>k bie abfolute ©efebwinbigfeit be« ©ebwerpunet« G wabrenb ber 
Dotation be« fiarren ©pfrem« um AB; bezeichnen wir alfo biefe ©efdjwin* 
bigfeit bureb \ x , fo ift ber 9lu«brucf für bte lebenbige $oten$ be« ©bftem« 

wa« fUb wie folgt au«fprecben lafct: 

£ie lebenbige $otenj eine« Marren, um eine fefte 2tr,e 
rotirenben ßörper« fann in $wei ©eflanbtbeile jerlegt wer- 
ben, oon benen ber eine bie lebenbige <potcn$ ift welche ber 
ßorper tyabtn würbe, wenn feine gange SWaffe im ©cbwer* 
punete conbenftrt wäre; ber anbere aber bie tebenbige $o-- 
tenj welche ba« ©bftem befifcen würbe, toenn bie $ret)ung 
um eiiu bureb ben ©ebwerpunet ge^enbe unb jur erften 
parallele 3lje oor f i gienge. 

110. $iefe« föefultat ifi nur ein befonberer gatt eine« allgemeineren 
©afce«, für welchen wir ben oon &ortoliö (Traite* du calcul de reffet des 
machines, p. 77 et suiv.) gelieferten 23cn>ctö hier wtebergeben wollen. 

SBir betrauten ein beliebige« ©pftem oon materiellen fßuneten, bie 
unter fi<b oerbunben ober oon einanber unabhängig fein fönnen, unb fuetyen 
ihre gefammte lebenbige *ßoteng au«$ubrücfen al« Function ber ©efebwinbig* 
feit be« ©ebwerpunet« unb ber relarioen ©efebwinbigfetten bezüglich beweg* 
lieber 2tjen, welche bureb ben ©ebwerpunet gehen unb mit biefem trän«* 
latorifcb fortgeführt Werben. 6« feien 

X, Y, Z bie »eränberlicben Goorbmaten be« ©ebwerpunet« in 93ejug 
auf fcfle, rc^twinfelige 9l$en; 

x, y, z bte fcoorbtnaten für fegenb einen Sßunct be« ©pftem« in Jöegug 
auf biefelben 9(jen; 

v x', y', z' bie Soorbinaten be« nämlichen ^unet« in JBejug auf 3tjcn 
welche bureb ben beweglichen ©ebwerpunet parallel $u ben erfiern gelegt ftnb. 
gür jeben Stugenbticf %at man 

x = X + x' 
y=Y+y' 
z = Z + z'. 
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2)enft man ft# färnrnttiche Goorbinaren al« Functionen ber j$tit t, unb 
btffcrcntürt nad? t, fo folgt 

dx dX dx' 
dt ~ dt dt ' 
dy = dY , dy' 
dt ~~ dt dt ' 
dz _ dZ dz' 
dt ~~ dt + dt * 

23e$cidmet V bie ©efdjttmtbigfcit beö ©cbroervunctä, v bie abfolutc @e-- 
fcbroinbigfeit eines §um ©tyjtcm gehörigen $uncte$, v' beffen relative @e- 
fdjrombtgfcit hinltcfytltcfy ber beweglichen 21jen, — alle biefe ©efdjrmnbigfeiten 
für einen unb benfelben 9lugenblicf genommen, — fo fonnen bie vorigen brei 
©Übungen fo getrieben »erben: 

v, = V, + v' B . 

v, = v y 4- v r 

3fl m bie SDfaffe beö beliebig angenommenen $unct$, fo ifl bie gefammte 
lebenbige ^oten^ be$ ©pftems in jenem Wugenblicfe , auf reellen fity bie 
obigen ©eföroinbigfeiten begießen, 

mv 2 , 

Ober (30) Z l ra (v x * + v y 2 + v,*) ; 

unb wenn man bie oorfietyenben SBertye von v x , v y , v, fubfh'tuirt, er^dtt 
btefer Sluäbrucf bie gorm 

Sim [(V, f vV) 2 -f- (V y f- vV) 2 + (V. + vV )*], 

ober enttoicfelt: 

2 Im CV S » + V + V.') + ^i«» -f v' y -* 4* ▼'■•') 

-f- 2mV x v'„. + 2mY T vV 4~ W«> . 

3n ben brei lejjten (Summen ftnb be$iehung$roetfe bie gactoren V» , V y , V, 
-ben fdmmttictyen betrcffenben ©Hebern gemeinfäaftlidj , fteftyaft man ^reiben 
fann 

V x r mv ' v 4- V y >rav' y . 4. V.XmvV. 

9lun finb bie ©rö§en ZW,,, 2W y ., W,., wenn man baS ©pftem 
nur in 23ejie(>ung auf bie beweglichen Sljen betrachtet , bie ©ummen ber 
auf biefe 9lje »rojicirten SBeroegungägrö&en für fämmttf$e $uncte bes 
©öjtemSj ba aber bie erwähnten (Soorbtnatenajen burcr) ben ©djwervunct 
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gehen, fo flnb bte brei Summen null (102). ÜÄitbin rebucirt ftcb bie oben 
berechnete lebenbige $oteng auf 

ober noc^ einfacher (30) auf 

i(Zin) V» + Tmir". 

$>ie§ lagt fleh ausbrechen wie folgt: 

SD t e (ebenbige $oten$ für ein bewegtet, gang beliebiges 
materielles ©pjiem fann in gwei Seftanbtbeile gerlegt wer* 
ben, beren einer bte (ebenbige $oteng ifl welche bas ©pflem 
haben würbe, wenn all' feine ÜRaffe im ©ehwerpunete conben* 
firt wäre; ben anbern 2t; eil aber würbe mau als (ebenbige 
$oteng beS gangen ©hfremS f tnb en, wenn man feine weitere 
Bewegung oor Äugen hätte als bloS bie relative Bewegung 
beS ©pfiems hinfichtlich coorbinirter 91$cn, welche burch ben 
©ehwerpunet gehen unb oon biefem, parallel gu ihren an- 
fänglichen Sagen, mitgefühlt werben. 
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93ere#nung ber Arbeit »on Gräften welche oerföiebene 
$uncte eine« materiellen ©pftem« angreifen. 



§. 1. tdon her Stamme ber Arbeiten 3»eier gleiten nnb ent- 
geßen^efe^ten Ärafte an )wti nerfdnebenen, in iBewegunfl 

begriffenen fünften. 

111. ©ei Sered&nung ber SBirfung folc&er tfräftc, welche »erfa)iebene 
$unctc eineö unb -befTelbcn ßoroerd angreifen, &at man (wie wir fpater fe(>en 
werben) £äuftg bic algcbraiföe ©umme au« ben Slrbeiten biefer Ärafte ju 
be<!a#ten. SDie 33ejlimmung biefer (Summe ijl eine geometrifäe Aufgabe, 
bereu einfache unb nufclidtfe gatte wir in biefem unb bem folgenben Para- 
graphen nnterfu#en wollen. 

112. Sefmfak auö ber ©eomettte beö Uncnblidjen. — £aben 
(gig. 11) bie ^unete A, A' einen enblicfyen 9.6 flau b oon ein* 
anber, unb man nimmt ben $unct B unenb(ia) nafje an A, 
ben qjitnct B' nnenbli<$ na&e an A', fo ijl ber Untertrieb gwi-- 
fdjen ber Diflanj BB' unb tbrer Drt&ogoualproiectton PQ 
auf bie ©erabe AA' ein unenbtidj Äleineä Oberer Orbnung, 
b. er ijl unenblidj fUtn gegen bie unenbli# fr einen 9tb-- 
fläube AB, A'B\ 

»etatf*. (Sö fei AB = s, A'B' = s', BC = z, CP = y, 
B'C - z\ C'Q = y<, BB' = 1, PQ = p. 
2>a bie SBinfel C, P, C, Q rechte flnb, fo (>at man 

woraus folgt 

1<p + 2 P + 2 P ' 
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beim ba« Duabrat biefer ledern ©röfce ifl grö&er al* p* -{- (/ — y) 2 + (z' - z)' 
ober l a ; bafjer 

i n ^ (y ' - y)3 .1- (z " - z >* 

5)ic (koorbinaten z , y flnb beibe Heiner ald s ; ebenfo flnb z' unb y* 
Keiner als s'; be&balb ifl, reelle 3ei<hen auch biefe ©rö§en haben mögen, 
immer 

• (/ 

unb 

(z' 

alfo 

1 

golglich ifl ba$ Bert)älrni& ber $iffereng 1 — p ju ber unenblich Keinen 

8 ig' 

Summe s -f- s' fleiner al$ ber unenblich Keine Bruch ~-~ > be-- 
weifen war. 

113. tiefer Sa|j füt)rt auf einen einfachen 9lii$bru<f für bie Summe 
ber Arbeit gweier gleicher unb btrect eutgegengefefcter 
Gräfte welche an jwet uerfchtebenen in Bewegung begriffe* 
nen ^hüteten angebracht finb. 

(Siner ber beweglichen ^unetc burchläuft bie (Eur»e ABD (gig. 12), 
ber anbere bie (£un>e A'B'D'. @ine ßraft F, anfänglich »on conftantcr 
Sntenjität angenommen, wirft auf ben erflcn beweglichen $unct in ben fuc- 
ceffi&en Dichtungen AF, BF,... DF, welche burch A '» B',... D' gehen, 
währenb eine gleiche Straft F' am ^weiten 'Jßuncte tt)ätig ifl lang« ber burd; 
A, D, D gehenben ©eraben AT', B'F', . . . D'F'. $cbe ber ßräfte F, F' 
wirb eine Arbeit erzeugen ; eö fragt ftch nun, welchen SBerth bie atgebraifche 
Summe biefer beiben Arbeiten (jebe mit ihren gehörigen Bor$ei<hen go 
nommen) höbe. 

BC, B'C ober ds , ds' feien $wei unenblich Keine Bögen welche gleich* 
geitig befchrieben werben; a, a' ihre SBinfel mit ben Äräften F, F'. £iefe 
SBinfel jinb nicht eonflant, erleiben aber nur unenblich Keine Henberungen 
währenb bie SBege BC, B'C burchlaufen werben, Bis auf einen gehler, ben 
man fo weit mau nur will verringern fann wenn man jene Bögen immer 
fleiner nimmt, jinb baher bie entfyrecheuben Arbeits - Elemente 

F.ds.cosa, F' . ds' . cos a' , 

unb ihre Summe ifl 

F (ds . cos « + ds' . cos a'). 



— y)* < (s + O* 

— *)* < (s 4- »Vi 

— P < — - — • 
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, gaHt man auö ben Runden C, C auf BB' bie Senfrecbten CP, C'P', 
fo ijt BP = ds . cos a, B'P' = ds' . cos «', unb ber oorftehenbe StuSbrucf 
für ba$ Arbeit« --Clement oerwanbelt fid^ in 



9? im fann man nach bem oorausgefebieften ßehrfafce, btö auf einen neuen 
gebler, ber aber um fo mehr oernacbläffigt »erben barf, füt PP' bie ßänge CC' 
fubflituiren, fo ba§ bie Summe ber 9lrbcit0 Elemente = F (CC — BB') 
wirb, b. i. gleich bem <ßrobucte au8 ber einen tfraft unb bem unenblich 
Keinen 3uwa<h0 ber Entfernung jwifeben ben beiben beweglichen ^uneten, 
welches ftch bureb F . dl auäbrücfen lä§r. 

Daher betrögt gwifeben ben Anfangslagen A, A', beren Abftanb AA' = lo 
tft, unb ben (5nb*2agen beren Abflanb 1 ijl, bie Summe beiber Arbeiten 
genau F (1 — 1 0 ) , nämlich baö 3ntegra( oon Fdl. 

114. 2Benn bie beiben in ber Vorigen «Rummer betrachteten Gräfte nach 
ihrer ^ntenfttät oeränberlicb ftnb, aber immer einanber gleich unb birect ent-- 
gegengefefct bleiben, fo gebt bie Summe ihrer Arbeiten (bem Vorigen $ufolge) 
über in 



115. 3n gig. 12 fio&en bie Gräfte ftch ab, unb bie beweglichen dunere 
entfernen ftch mehr unb mehr oon einanber; bie ©efammtarbeit tfr bann 
pofttio. 2Bürben bie ^unete, wät)renb bie Gräfte abftofjenb bleiben, einanber 
ftch nahern, entweber oermöge erworbener ©efchwiubtgfettcn ober burch bie 
SBitfung anberer ßräftc, fo wäre bie Arbeit ber beiben entgegengefefcten Gräfte 
negatio. SBenn bie Gräfte ftch anjichenb »erhielten, fo würbe bie Summe 
ihrer Arbeiten »ofttto ober negatio fein , jenachbem bie SlngriffSpuncte ftch 
gegeneinanber ober auöeinanber bewegten. Die obige Gleichung tfl für alle gatte 
anwenbbar, inbem man ber Äraft F ba« Seiten — gibt wenn bie Gräfte 
anjiehenb wtrfen, wobei aufcerbem dl pofttio ober negatio wirb jenachbem 
ber Slbfranb 1 wäcbfr ober abnimmt. 

116. 9luö bem "Bisherigen ergibt jtch folgenber 

Sehtfa|. SBcnn jwei conftante ober oerdnberliche, aber 
tfets gleiche unb entgegengefefcte Gräfte an jwei bewegten 
Runden wirfen, fo ^dngt bie Summe ihrer Arbeiten btoS 
oon ber retatioen Bewegung biefer *ßuncte unter ftch 
unb ifl folglich gleich ber Sirbett welche Die eine ber Gräfte 
allein beroo rbrtngen würbe, wenn bie Bewegung ihres Sin- 
grtffspuncts barauf befebränft wäre, biefen Sßunct bem 



F (BP + B'P') 



ober 



F (PP' — BBO. 




[17] 
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anbem, als fefr angefef)enen <pnncte nätyer ober ferner ju 
rärf en. 

117. 3ufafe« 3n befonbern ^aüe, wo bie Reiben 9lngriff$punde 
jroeier gleichen unb entgegengefejjten Strafte wa&renb tyrer ^Bewegung in im* 
oeränberlidjem 5lbftanbc »on einanber bleiben, ftnb bie Sltbeiten biefer Gräfte 
fortroäljrenb gleity nnb oon entgegengefefcten ä$or$em)en, weil ber Factor dl 
jtet$ null ifh 

§. 2. Von ber Arbeit mehrerer Äriifte roeldje uerfdjieKne pnnete 

eine* (larren &nflenw angreifen. 

drfter ftall: SDa$ ftorre Softem $at eine SranSlatiimSbetoegunfl. 

118. Sßir jie&en eine feljr fnrje %cit in ©erraeftt, wctytenb welcher 
alle $uncte beä ©ttjtemö gleite nnb parallele SBege betreiben (44). 6$ fei 
dx bie gemeinfdjaftlidje Sange biefer Keinen SBcge, unb Ox eine 3tje welche 
ilmen im namlidjen Sinne parallel ift. 2)ie Drtfyogonalprojection jeber Straft F 
auf bie föicfyrung beö oon ifjrem 9lngriff$punctc burd)laufenen SÖcgeä ift 
gleicfy ber ^rojection biefer föaft auf bie 5lje Ox. 55ie Summe ber Arbeit 
aller Strafte ijr bafjer r dx . F cos (F,x) ober dx Z F cos (F,x) , inbem dx 
ein gemeinfdjaftlidjer gactor für , alle ©lieber ber ©umme ift, fcatyer : 

ßcfcrfafc. £>te ©umme ber elementaren Arbeiten ber 
Strafte, weldje ein flarreö ©öftem wäfcrenb einer IranSla* 
tionSbewegung beffelben angreifen, ijr gteicfc bem elemen- 
taren 2Bege eine« feiner fßunete, multipltcirt mit ber ©umme 
au«ben«Projectionen aller Gräfte auf eine jur Xranölationä* 
gefä)wtnbigfeit parallele 9l$e. 

2)ie& fdjreiben wir furj fo: 

d = dx ZF S . 

3» et tcr ftalh ©ad jiarre Styjtem fcrefyt ftdj um eine Sfee. 

119 v $er *punct M (gig. 13) eines jrarren, um eine fefre 5lje roti* 
renben ©vflemS werbe oon einer Straft F angegriffen. 2Bir legen bura) 
i(m fenfrec^t $ur fejien 5lje eine (Sbene, weta)e bie (Sbene nnferer gigur fein 
follj bie ^projeetton ber 9l$e auf biefe (£bene fei A. 2Bir befa)ranfen unfere 
33etraa)tung auf eine fetyr fnr$e ßeit, wätyrenb weld;er fammtlia)e $uncte 
be$ ©ofremä Sögen oon berfelben ©rab^aljl befcfyreiben (47). 2>nra) da fei 
bie Sßinfeloerfdnebung be$ 3vftcuiö wa(>renb biefer %tit be$eia)nct, b. ty. ber 
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2öeg eine« «JJunct«, welker mit bem ©pfieme unfceränberli^ »erbunben ift 
unb oon ber 5tjc um bic (Sintyeit ber £ifran$en abfielt. 

Sebeutct fetner ds ben Sogen welken wtyrenb berfelben 3tit ber 
«Punct M betreibt, unb r bie Diftanj biefe« Sogen« oon ber «Äje, fo $at man 

ds = rd(T. 

Um bie Arbeit ber Straft F wär)renb ber 3«* er&alten welche fein 
«flugrtff«punct jur &uxü<S legung be« «JBegc« ds brauet, mu§ man biefen Sogen 
mit ber «protection ber Straft auf bie Sangente MT multtpliciren wef#e ben 
elementaren Sogen im Sinne ber Sewegung oerlängert. Um biefe «protection 
$u erhalten, fei $unä$fi P bie (in ber gigur bur# MB bargefleöte) «projection 
ber Straft F auf bie (Sbene be« betriebenen Sogen«, wel#e bie ebene ber 
gigur ift; unb « fei ber SBinfel ben bie «protection P mit ber Sangente 
maa)t. Dann ift, wie man lei#t jle&t, bie «protection oon P auf bie 
Sangente MT jugleid) bie «protection ber Straft F auf bie Xangente, fo ba§ 
teuere «protection bur# MC bargeflcßt unb burcr) P cos a au«gebrücTt ift. 
Xenft man fta) namlidj bie Straft F bur# eine ©erabe MN bargefteflt, fo 
ift B ber gu&punct t>e« au« bem «punete N auf bie (Sbene ber gigur gc-- 
fdaten 2otf>e«; unb ba BC fenfre^t auf MT ftefct, fo ift ber «punct C, na# 
einem befannten 6afce ber (Siementargeometrie, jugleicty ber gufcpunct be« au« 
N auf MT gefällten Sot^«. ©onaa) ijt bie elementare «Arbeit ber Straft F 

ds . P cos a ober d<r . Pr cos a. 

«Run ler)rt ber Sfoblitf ber gigur, ba§ bie ©töfje r cos a gtei# ber 
fürjeften $ijianj AK gwifd^en ber Straft F unb ber 9($e A ijt, wobei biefe 
SDijtanj mit bem i&eidjen + ober — genommen wirb, jena#bem ber Söinfel « 
fpife ober ftumpf ift. <5efct man bafcer AK = p, fo £at man für bie elemen* 
tare Arbeit ber Straft F ben 9(u«brucf 

Hh d<rPp. 

<5inb fiatt einer Straft tyter mehrere an bem nämlichen flauen ©pfreme 
in Sfcätigfeit, fo tyat man für bie elementaren «Arbeiten, welche bie einzelnen 
Gräfte in einer unb berfelben %eit erzeugen, 9(u«brütfe wie ber obige, in 
benen allen ber gemeinfcfyaftlidje gactor da oorfommt. 

120. ©eftmtton. 3fr p bie fürjefte $iftan$ einer Straft F 
oon einer «Äje A, unb P bic «projection ber Straft auf eine 
gur «Äje fenfreebte ebene, fo (jeifjt ba«$robuct + Pp, n>c(ct>eö 
baffelbe Sorjcidjcn fjat wie bie Arbeit ber Straft bei einer 
<Jiotation«bewegung ityre« «Ängriff«punct« um bie «Äje A, 
ba« üHomeut ber Straft in Sesiefcung auf biefe «flje. 
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121. 2luS biefer Definition unb bei toortyergegangenen gormel, auSge* 
be^nt auf eine beliebige 9(nja£l oon Gräften, ergibt fta) folgenber 

2e$rfa^. SBa&renb ber {Rotationsbewegung eines flarren 
©pfiemS um eine fefte 9l$e ifl bie Summe aus ben elemen* 
taten Arbeiten bei am ©tjfleme tätigen Gräfte gleich be*r 
nnenblicb f (et n en Sßtnfeloerfcbicbnng beS (StyflemS, mutti- 
plicirt burefy bie Summe ber SKomente ber &räfte in 93 
jietyung auf bie 9t otationSaje. 

2Bir brüefen biefj bur# nactyftetyenbe 23e$eidmung auS: 

d2ftF = d<r-£M A F, 
wobei M A F baS ÜRoment einer ßraft F in 93e$ie(>ung auf bic Wje A bebeutet. 

122. Hnmerfung. Das ÜRoment Pp einer ßraft F oon be* 
liebiger $ntenfitat ifl null, wenn bie Äraft F mit ber 9t$e A 
in einerlei Ebene liegt; benn man tyat p = 0 »enu bie Äraft bie 
$re fdjnetbet, unb P = 0 wenn bie Äraft parallel jur %$t ifl. 

Die Umfefyrung btefeS SafceS ifl ebenfalls wafyr. 

§. 3. Klon ber Jtrbett ber 3djvoere bei ber J&eweflitna, einee 

beliebigen materiellen £>n|iem0« 

123. Das ©ewidjt eines ÄörperS ifl, wie fdjon (88) erwähnt würbe, 
für einen bestimmten Ort eine conftante straft. 3ftre föictytung ifl oertical, 
unb iljre 3»tenfltät wecbfelt mit ber ©rette unb mit ber Entfernung oom 
SKittelpunct ber Erbe. 3" ben gewöhnlichen fällen aber , unb inSbefonbere 
bei ben Unterfucbungen ber inbuftrietten ÜÄed?anif f fann baS ©ewietyt eines 
bewegten materiellen $uncteS immer als eine straft betrautet werben welche 
ber ^ntenjttat naefy conßant unb ber Widmung na# parallel mit einer ge* 
gebeneu ©eraben ifl; folglich finbet auf biefe Äraft bie in 9er. 78 auSge* 
fproa)ene unb aus ber allgemeinen Definition ber ttrbett gezogene Semerfung 
flnwenbung. 2Ran erhält baburefy folgenbe eben fo einfache als nü^ltc^e föegel : 

2Benn man unter ben oerfetyiebenen Urfadjen ber 29ewe-- 
gung eines materiellen ^uucteS nur fein ©ewicfyt gefonbert 
betrautet, fo ifl bie Arbeit biefer tfraft jwifa)en irgenb 
jwei Sagen M 0 , M (gig. 14) i&reS SlngrtffSpunctS gleich bem 
4 4.Uobucte aus ber conflauten gntenfität ber Äraft unb ber 
£61>e MN, um welche fich bie jweite ßage M beS ^uncteS 
unterhalb *> er & wr # * ie er fl* £«9* M o gebenben £eri$ontaU 
ebene befinbet, wie auch übrigens bie Guroe MoM geflaltet 
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fein möge, Siegt ber ^ßitnct M fyofytx alö Mo, fo ift bte frag-- 
(i^c Arbeit negatio. 

Gebeutet affo p ba$ ©ewidjt bcö betrachteten materiellen ?ßunct6, h btc 
$3fye um wetctye bet ^mtct abwärts gefommen ifi (unb welche alfo negativ 
genommen werben mujj faUö ber fßunet fieb gehoben ^at), fo tji ph bie 
Arbeit ber (5d)wcre Wtibrenb biefer fiagenoeränberung. 

Ober bejeic^net man in 93e$iefyung auf eine (wrijontale dbene bie Dr* 
binate für bie 2lnfang$*2age beä $unct$ burety z 0 , bie für bie (Snb^&tge 
bureb z, wobei ber pofltioe (Sinn biefer Drbinaten von oben ua$ unten 
ge^en foü, fo iji bie Arbeit be8 ©ewic^tö p bargefleüt bura) p (z — z 0 ). 

124. SBir wollen nun aber ben 3lu$brucf für bie Arbeit ber 6a)were 
in irgenb einem materiellen ©pfieme fuetyen , glei^oiel was für ©ewegnngS* 
urfac^en fonfi no# oorbanben finb. lieber bie Statur btcfeS ©pflemä fefcen 
wir gar nidjtä oorauöj es fann ftarr, ober biegfam, ober flüffig fein, ober 
felbjl auä Steilen befreien bie obne aUe öerbinbung unter ftd^ ftnb. 

©inb p', p", p"', .... bie ©ewia^te ber einzelnen «ßunete be« <Sm>in«; 
z' 0 , z" 0 , z"' 0 , .... bie Drbinaten tyrer 2lnfang$*gagen ; z', z", z'", .... bie 
tyrer (Snb--2agen (in ^e^te^ung auf eine ^origontalebene, unb oertical oon 
oben nacb unten genommen), fo ift bie gefammte Arbeit ber 6djwere wetyrenb . 
beö Uebergang« aus ber erften Sage beS Süfrems in bie tefcte 

p' (z' - z' 0 ) + p" (z" - z" 0 ) + p<" (z'" - z'" 0 ) + .. .. 

ober 

pV + p"z« + P '"z"' + ....- (p'z' 0 + p"z" 0 + p"'z'" 0 + ...;> 

wa« wir furg burefy bie ©leicbung auSbrücfen: 

i^p = J£pz — Zpz 0 . 

Sejei^net man bureb Z 0 unb Z bie Drbinaten für bte erfie unb lefcte 
ßage be$ S^werpunct«, burd) P baS ©efammtgemity be$ (Spfientf, fo erbäft 
man (98) für obige ©leiebung bie gorra 

ri P = pz — pz 0 

ober 

ZtLp = P(Z - Z 0 ). [18] 

9llfo ijl in einem beliebigen bewegten (Styfiem bie Arbeit 
ber ©djwere gleich bem ©efammtgewidjt beS ©pfternS multU 
ylicirt mit ber £öbe um weldje ber ©ebwerpunet gefallen ijl. 

2>abei ijt wobl S u beachten bafc biefe #öbe, unb mithin aueb bie Arbeit, 
n e g a t i o tfl fall« ber ©cfcwerpunct ftcb gehoben $at. 
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125. CÖefonberer %aU, too bic 93ere#nung ber Arbeit ber 
© # n> e r e fia)»ereinfa(H) — 9Kan benfe jtdj ein ©pjiem abcd (gig. 15) 
in feiner Anfangs* Sage in gwei ©rupfen efdc, abef geseilt, beren @e* 
wi^te P', P" ftnb unb beren ©djwerpuncte bie Drbinaten Z' 0 , Z" 0 ^aben. 
SDann ifl (98) 

P = P' -f- P" , Uttb PZ 0 = P'Z' 0 + P"Z" 0 . 

Cäfct fidj ba$ ©pffcm in feiner @nb--2age EFIH in gwei neue ©nippen 
EFDC, CDIH fetten welche n>iebcr bie @ew>i$te P', P" fjaben, unb Ijat 
überbteft bie eine* biefer ©ruppen tfjren ©cfyroerpunct an berfelben ©teile 
ober boef) in berfelben wie bie ©ruppe »om nämlicfyen ©croi^t bei ber 
erfreu ßage beö ©pftemä, fo bag bie Drbinaten für bie ©djwerpuncte ber 
beiben neuen ©ruppen Z' 0 , Z" finb, fo tyat man 

PZ = P'Z'o + P"Z"j 

ba^er rebucirt fia? bie Arbeit P (Z — Z 0 ) auf P" (Z" — Z" 0 ), b, auf 
bag ^robuet au« bem gemeinfdjaftli^en ©etri^t P" ber bei* 
ben ©ruppen abef, CDIH, beren ©$n>erpuncte (»on benen ber 
eine feine 9lnfang$--ßage, ber anbere feine @nb--2age l>at) nid^t in einerlei 
#3$e liegen, unb bem #ötycnunterfdMebe biefer ©$»erpuncte. 

$)ie »on ber <5ä)v>txt erzeugte Arbeit ijl alfo in biefem galle biefelbe, 
»ie trenn bie Elemente ber ©ruppe abef au$ biefer tyrer Slnfang^ßage in 
bic &nb--ßage CDIH gefommen waren. 

2Xan begegnet biefem gattc in mehreren Unterfu^ungen ber £pbraulif. 



ftetan q et'* SWe^anit. I. 
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Dynamit beS materiellen 9MncU. 



(ßrfte JiantteL 

©erablintge Bewegung eine« materiellen $unct& 



126. 2>ie ^Bewegung eines ßörperä, gan$ atigemein unb nad) allen 
Regierungen £tn betrautet, ijl eine fefjr jufammengeje^te (Srfcfyeinung. (5$ 
rüdt nityt bloö bie ©efamintmajfe bc$ Körpers Don einem Drte jnm anbern, 
fonbern ber Körper felbfi faun babet glei$jeitig eine $)re(jung um fitfy felbfi 
Gaben, unb feine 23e(ianbtyeile f innen tyre gegenfeittgen 3lbftänbe me&rober 
weniger anbern. 

3ut 23ereinfa#ung unferer Unterailingen befdjaftigen wir un$ guerfl 
mit ber SBirfung ber Ätcdftc auf materielle $uncte, welche ftdj t>on 
gewöhnlichen Äörpern nur barin unterföetben, bafc jie fe£r flein unb fcon 
um>eränberlic|>er gorm jinb. 

■ 

§. 1. ©leidjprmifle flerablinifle Ükmegtmo eine* materielleit Jluitfte. 

127. SRa# bem $rincip ber fcräg^eit (58) bleibt ein ru&enber 
materieller $unct fottwä(>renb in föufce, wenn er ni#t bur<$ irgenb eine 
ßraft angeregt wirb, tiefer ®afc lä§t ftd> ni#t umfefnrenj b. f). wenn ein 
materieller Sßunct in ffiulje ifl, barf man ni#t fölie&en, er fei bur# feine 
tfraft angegriffen. 2Bo aber ein fol^er ^unet in töu&e verbleibt, obgletdj 
eine Alraft auf tyn wirft, ba barf man öerftdjett fein ba§ $u gleid)er 3«t 
no# eine ober mehrere anbere Äräfte tyn anzuregen fu^en. SWan fagt bann, 
alle biefe am erwähnten ^unete gärigen Gräfte feien im©lei#gewidjt. 

$ic 93ebingungcn be« ©lei#gewi#t« »erben wir fyater fennen lernen. 
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128. 3lu$ bem $rincip ber Trägheit folgt anbererfeit«, ba& ein mate* 
rtctler $unct, ber $uerft burd) trgenbwelche Greifte bewegt worben war, bann 
aber — inbem jebe ihn treibenbe ßraft ju wirfen aufhört — fich felbjt 
überfaffen wirb, eine gleichförmige gerabtinige ^Bewegung annehmen mu§. 
Diefe Bewegung erfolgt nach ber Tangente am (Snbpunct be$ früher burch* 
laufenen Sogen«, unb mit ber nämlichen ©efd)tombtgfeit bie ber materielle 
$unct in jenem Csnbpuncte hatte, b. h« in bem Stugenblicfe wo bie 2$5tig* 
feit ber bewegenben Ärdfte aufgehört hat. 

Daher fommt eil, ba§ man für bie ©efchwinbigfeit eine« in »eranber* 
lieber ©ewegung begriffenen ^nncteö juweilen bie Definition gibt, jie fei bie 
©efchwinbigfeit berjentgen gleichförmigen Bewegung, weld;e ber <punct ein* 
galten würbe wenn in bem betrachteten 9lugenblicfe jebe »eitere (Stnwirfung 
einer ßraft auf ben $unct abgefchnitten wäre. Diefer <Safc fprtdjt eine 
unzweifelhafte Söa&rheit auö; aber er ijl feine paffenbe Definition für bie 
©efchwinbigfeit, beren Eegriff unabhängig ift oon ber Trägheit ber ÜHaterie 
unb oom Segriff ber ßraft. 

129. (Sin materieller $unct fann gleichwohl auch bann in gleichförmiger 
gerabliniger ©ewegung oerharren, wenn er »on Straften angegriffen hltibt 
SBir werben fydter fehen , bafj in biefem %aüt Ätäfte ben SBebingungen 
bes ©leichgewicht« ©enüge leifien. 



§. 2, 1ÜeranberUd)e jptaMttitge J&eweanng in £c\%t einer ronftanten 
Üraft SBegrünbuna, ihrer Theorie burd) *a* allgemeine prinrip 

Ux rtlatfoen IBctDegmtgen. 

130. Um eine SBorfreflung oon einer confianten Straft $u erhalten 
welche allein auf einen ßörper wirft, fann man fich für einige 3eit bie 
Schwere htnwegbenfen, unb annehmen, ber Stöger werbe injwtfdjcn ununter* 
brochen burch eine geber gebrueft ober gebogen, beren «Spannung ftet* bie* 
felbe bleibt, ungeachtet ber ©chnetligfeit mit welcher fich ber Körper äutefct 
bewegen würbe, 

SBirft eine conftante Äraft auf einen materiellen $unct ein, ber anfangs 
in föuhe, aber frei ifi, b. h- »on feiner anbem äraft angegriffen wirb, fo 
gerath ber Äörper in Bewegung, nach einer Dichtung welche mit ber Dichtung 
ber Äraft jufammenfaHt. #at biefer tförper ju dnbe einer gewiffen 3eit t 
eine gewiffe ©efchwinbigfeit v, fo fagt man, bie conflante ßraft F, welche 
ben betrachteten Körper angreift, höbe bemfelben in ber 3eit t bie ©efchwin* 
bigfeit y ertl>ettt. 
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131. SBtr befestigen un$ in biefem Paragraphen mit ber Bewegung 
etneä materiellen $unct$, ber im ?lnfang$*9lugeublicf eine gewtjfe ©efdjwin* 
bigfeit and irgenbwelcben vorangegangenen Urfa$en fd?on befifct, unb »on 
biefem 9lugcnblicf an bie (Sinwirfung einer conjknten Straft erleibet, beren 
Dichtung mit ber Sfofangögefchwinbigfeit in einerlei ©erabc fallt, unb ent* 
weber ben nämlichen Sinn ^at wie biefe, ober ben entgegengcfcj&ten. 

£)ie I(>eorie biefer Bewegung erforbert bie 9luflöfung $weter Aufgaben : 

1) $}ic 9lrt ber ^Bewegung ju bcfiimmeu welche au$ ber (konftang 
ber ßraft folgt, abgefehen oon ihrer 3"ten(ttät; 

2) ben äinflnfc ber 3ntenjttät jn bcfUmmen, inbem man bic Sewegungen 
gweier gleiten materiellen «ßuitcte unter ber (sinwtrfung jweier oerfchiebeuen 
conjknten Gräfte »ergießt. 

132. Die ßöfung ber erjlen grage beriet auf folgenbem, ber (Srperi* 
mcntalphvftf entlehnten tprineip: 

23efifct irgenb ein Styftem materieller $unctc eine gc- 
rablinige gleichförmige Xranälationäbewcgung (45), unb ein 
anberer $unct, ber in einem gewiffen Slugcnblicf aus belie- 
bigen vorausgegangenen Urfachen bieXran$portgefd)winbig- 
feit bc$ SvftemS (35) l;at, erleibet oon biefem Slugeublicf 
an bic fötnwirfung einer ober mehrerer Gräfte, fo nimmt er 
bezüglich beflSyjiemö biefclbe relative IBewegung an, welche 
jene Gräfte ihm ohne baö £>afein ber gemeinfamen JBewe* 
gung mitgeteilt haben würben. 

So ocr^alt fid/S j. 93., wenn wir auf einem mit gcrabliniger gleich» 
förmiger Bewegung fortgleitenben Schiffe Inn unb \)ix gehen, ober einen mit 
unö eingefchifften ^örpet von ber Stelle bewegen. £>iefe relativen 23ewe* 
gungen erfolgen nämlich ganj eben fo, wie cS ber gaH fein würbe wenn ba« 
Schiff Pitt ftönbe. 

133. 2lu$ biefem ^iaturgefe&e ergibt fleh folgenber 

£e$rfa$, 23enn ein materieller $unct, ber bereit« irgenb 
eine Slnfangögefchwinbigfeit fyat, von einer einzigen con^ 
flanten &raft in ber Dichtung jener ©efchwtnbigfeit an* 
gegriffen wirb, fo tfi feine «Bewegung eine gleichförmig 
befchleunigtc, unb bie von ber SlnfangSgefchwinbigf eit unab* 
hangige SBefchleuntgung hat ben nämlichen Sinn wie bie 
Äraft. 

2>enft man jxch nämlich «m &en bewegten $unct in bem Slugcnblicfe, 
wo er eine gewiffe ©efehwinbigfeit v bcftfct, eine weite abjtehenbe #ülle gelegt, 
bereu fammtliche ^unete ebenbiefe ©efeimünbigfeit v haben unb gleichförmig 

■ 
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beibehalten, fo wirb ber oon ber conjianten ßraft getriebene $uuct währenb 
einer befiimmten ^tit innerhalb ber glitte eine relatioe ©efehwinbigfeit cm^ 
pfangen, tt>cfd)c oon ber Jranöportgcfehwinbigfeit v unabhängig, aber mit 
ihr parallel ift 2)iefe relattoe ©efebwinbigfeit ift nun nichts anbereö als 
bic wätyrenb ber betrachteten 3*tt erfolgte 9lenbernng ber abfoluten <$efd)n>m* 
bigfeit (39); worauf folgt, bafj in beliebigen aber gleichen 3citabfd)nitten 
bie pofitioen ober negatioen Slenberungcn ber ©efchwinbtgfeit gleichgroß unb 
oon ber &nfang$gefcbwinbigfeit unabhängig jmb. 

SWan barf nicht überfthen, bajj bie ©efcbwinbigfeitä*5tenbcrung negatio 
ifl fobalb bie $raft im negatioen Sinne wirft; gleichwohl behalt auch für 
biefen %dQ. bie 5lenbcrnng, wenn mau fie auf bie 3cit*(Smhcit begeht (10), 
ben Tanten befehle unigung. (Sä folgt heraus, ba§ bie nämliche ßraft, 
welche einem beweglichen $uncte eine pofttioe 23efchleunigung erteilt hat, 
ihm eine numerifch gleiche negatioe ©cfcbleunigung gegeben haben würbe, 
n?enn fie in entgegengefefctem Sinne gewirft hafte.*) 

23cicici>nct man 

burch x 0 bic Entfernung um welche ber materielle $unct im SlnfangS- 
5lugcnblicfe Oon einem feften $uncte feines gcrablinigen SBeges abfielt ; 

burch y o feine ©efchwinbigfeit im nämlichen 9lngenblicfj 

burch x unb v analogen ©röfcen gu (Snbe ber $cit t; 

burch j conftante 23efchleunigung ber Bewegung; 
fo wirb ber obige ßehrfafc anafytifch burd; bie eine ober bic anbere ber bret 
nachflehenben ©leicfmngen auSgebrücft, oon benen bie beiben legten au« ber 
erjfcn folgen (14 u. 15): 




▼ = v 0 + jt, 

x = Xo + v 0 t + * j t « 

Sßtr werben im nächfren «Paragraphen fchen, wie bie ©röjje j, welche 
für ben nämlichen Körper unb bie nämliche Straft conftant bleibt, jich änbert 
für oerfchiebene Gräfte unb oerfchiebene Körper. 3unäd;ft aber fuchen wir 
bie ßoTung ber ^weiten grage »ou 5lr. 131. 



*) Cfciflcr 2e!jrfa{j umfafit aud> ben $atl, wo ber materielle ^nitct, nadjbem er burd) 
beliebfge Äräfte in Bcweanna. flefefct werben war, fid; feitet ftberlaffen \\t. JDa tyier 
bie treibenbe Äraft null i% fo Mei&t ber $nnrt (naety bem $rfnrip in 9er. 132) in 
relativer dtufye gegen bie $ü(le, nnb behalt behalt unroanbefbar bie nämtidjc abfo- 
lute ®efd;n>inbia,feit n?eld;c bic $üöc erlangt ^at. $at man bafyer nur bie er|re, 
in 9tr. 127 auegefprodjene ßigcnfdjaft ber Xräg^cit nnb baö Sprinciy in 9ir. 132 
ftugetjeben , fo erfdjife&t man b'cranö als mrtbwcnbige ^ofgernng bie jweite , in 
9tr. 128 erwähnte ßia,citfd?aft ber Xrag^cit. 
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184. 2>iefe 2oTung beruht auf nacbfrehenbem *princtp, welche« mit beut 
in Dr. 132 nicht ibentifcb tft; oielmehr ifi ledere« nur ein befonberer gaU 
be« folgenben. $er Unterfchieb befielt barin, ba§ bie gemeinfehaftliche XranS* 
tationäbewegung, welche in Dr. 132 gleichförmig war, jefct atö eine beliebig 
oeranberliche gerablinige Bewegung auftritt 

StUgeineince» ^rineip fcct relativen ^Bewegung. 

SBenn trgenb ein (Softem materieller $uncte eine oer-- 
anberliche gerablinige $ran«tation$bew egung befijjt, unb 
- ein anberer <punct, welker in einem gewiffen Hugenbticf 
bie Sranäportgefcbwinbigfeit be$ Sbjtem$ ^at, empfangt 
oon biefem Slugcnblicf an aufjer ber ju feiner Xbeilna^mc 
an ber ©efcbleunigung be8 (Softem« nötigen Straft noch bie 
dinwirfung einer ober mebrerer anberer Gräfte, fo nimmt 
berfelbe in ^ in fiel) t auf baö (Softem bie nämliche (relative) 
©ewegung an, treibe biefe lefctern Gräfte ihm mitteilen 
würben, wenn bie auf bie gemeinfame Bewegung bejügltch-en 
©efchwinbtgfetten unb Gräfte nicht oorhanb.en waren. 

2)iefe« Daturgefejj fann feinen birecten unb ftrengen 23erfud)en unter* 
worfen werben; e« finbet aber feine ©eftätigung in ber Uebereinftfmmung ber 
aus ihm gezogenen Folgerungen mit ben beobachteten ^^atfac^cn, namentlich 
in ber Slftronomie. 9Dan wirb bureb baffelbe gu folgenbem (Safce geführt. 

135. £e$?fafe. SBerben gwet gleiche materielle *puncte bon 
ungleichen Straften in ben Dichtungen ber Slnfangägefcbwin* 
bigfeiten angegriffen, fo oerhalten fid; bie 23efchleunigungen 
wie biefe Gräfte. 

Unter gleichen materiellen ^untren oerftehert wir folche, welche unter 
(Entwirrung gleicher Streifte einerlei ©efchteunigung annehmen würben. 

(£8 fei bie eine ber Strafte 2F, baö doppelte ber anbem F. £enft 
man fleh &wei gleiche materielle ^unete juerft in Duhe , unb bringt bann 
in parallelen Dichtungen an jebem bie Straft F an, fo würben beibe in 
einer gemeinfamen gleichförmig befcbleunigten Bewegung fortgehen (133). 
Sritt aber ju bem einen innere bei feinem Ausgang oon ber Duhe noch bie 
zweite Straft F in ber oorigen Dichtung hiuju, fo erhalt er in 93ejuehung auf 
ben anbem eine relatioe ®cfchwinbtgfett, welche Derjenigen abfoluten ©e= 
fchwinbigfeit gleich Ne ber lefctcre burch bie einige Straft F empfangen 
hat. SDaher ift beim erften «ßunete bie ©efchwinbigfeit, unb mithin auch Ne 
23efcr/leunigung, in jebem Slugenblicfe boppelt fo grofc als beim ^weiten. 

gben fo beweift man ben @afc für einen gall wo bie eine Straft 
2, 3, 4, .... n mal fo grofj ifl al$ bie anbere. 



i 
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6teben enblidj bie ßrdfte im 93erhdltni§ ber ganzen 3a^(en n, n', fo 
ba§ flc bureb nF 4 unb n'F 4 auSgebrücf t jinb , unb man begegnet burch j £ 
bic 23efcbleunigung welche bet SBirfung ber Äraft F t auf einen bet betracb* 
teten gleiten $uncte entfpriebt, fo fleht man leicht, ba§ bie burch nF 4 unb 
n'F 4> erzeugten 23efcbleunigungen nj, unb n'jj fein muffen unb folglich ben 
Ättdften proportional jinb. 

136. 3ufa^. SBitb ein materieller $unct burch eine »et* 
anbetftd&e ßraft in bet JRidjtung bet Slnfangögefcbwinbtgf ett 
getrieben, fo »ermatten fidj für $wei beliebige Slugenbltcfe 
bie 93ef<hleunigungen wie bie ^ntenfitdten berßraft in jenen 
Slugenblicfen. 

liefet <Safc folgt unmittelbat au« bem »origen, fall« bie ßraft, oon 
einem bet betrachteten Slugenbticf e an, eine gewiffe wenn auch fc^r futge Seit 
binburch conftant bkiht <§x beilegt batycr auch noch wenn biefe 3eit unenblicb 
Kein wirb, b. h- roenn bei jtetiger 23eranberung ber ßraft bie 23efcbleunigung 

burch ^ auSgebrücft ifi (10). 



§. 3. Ktomerifd^e l&eßimimmg ber Jhfdjlennigung, meiere burd) eine 
gegebene iftraft an einem $3rper uon gegebenem $emtd)te 

berwrgernfen roirb. 

137. @inb F, F' irgenb jwei tfrdfte, unb j , j' bie 33ef<bleumgungen 
meiere fle einem gewiffen materiellen $uncte erteilen würben roenn fie allein 
wirften , fo (>at man naa) ber »orbergebenben Kummer 

F' = f } [19J 

unb hieraus folgt, bat &ur Söefrimmung »on j 

1) burch einen S3erfucb bie 23efcbleumgung j' ju ermitteln ift, roetd^e 
ber betrachtete ßörper burd) eine befannte ßraft F' erfahrt; unb ba§ 

2) baä 23erbä(tni§ oon F $u V befannt fein mu&. 

138. 9ta wirb uns aber jener JBerfucb burch eine febr merfwur* 
bige (Srfcbeinung in ber Statur geliefert, fobatb roir gugeben ba§ alle 
Bewegungen , bie wir auf ber (Srbe innerhalb eine« mäßigen flachen* 
raum$ beobachten, biefelben feien wie wenn bie (£rbe unbeweglich wäre 
unb gleichwohl ba« (gewicht ber Körper baffelbe bliebe.*) 3eber tfflr* 
per nämlich, ber im leeren föaume ber Sßirfung ber Schwere 



•) JDte gtidjtißleit tiefet SBorairtfefeung wirb fpätet (268) fcewiefen »erben. 
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überlaffen wirb, b. h- ber feiner »eitern ßraft juganglich 
ifl als berjentgen w c I et) c wir fein ©etoid^t nennen, nimmt 
immer bie nämliche gleichförmig befchleunigte ÜBewegnng 
an (14). Unter ber ©reite oon $ariö beträgt bie Sefchleunigung biefer 
Bewegung 9 n ,80896. 2Bir bezeichnen fic mit g; nnb bemnach finb bie ©let* 
jungen ber »erttealen Bewegung ber ftörper im Iceren töaume (133) 

x = x 0 + v 0 t + i.gt*, 

v = v 0 -f gt, 
dv 

dF = g ' 

wobei ber »oftttoe ©inn ber oerticalen £)iftan$en x<>, x nnb ber ©efchwin* 

bigfeiten v 0 , v oon oben nach unten geht. 

Sin $wci Orten, bereu breiten ober bereit ftbffönbe oom (Srbmittclpunct 

fet)r beträchtlich oerfchieben jinb, ift bie Don ber (Schwere bewirfte Befchlcu- 

nigung nicht genau bicfelbc; am Äquator ift fie um ungefähr O m ,0'S Heiner 

als in $ari$. 3n ben Slnwcnbungcn fann man immer fe^en g = 9 m ,81 
1 

nnb - = 0,102. 
g 

139. 9lu$ bem ernannten ejperimentalcn Srgebniffe flnb mehrere wich* 
tige Folgerungen gu gießen; nämlich: 

1) 2>a$ ©ewteht etncS Äorperö ifl eine confiante Straft, weil baffelbe, 
a Hein mtrfcnb, eine gleichförmig »eranbertc Bewegung hervorbringt (136). 

2) 3wei materielle $uncte Don einerlei ©ewidjt P ftnb (135) gleite 
materielle $uncte, »eil fie unter bem dinflujfe gleicher Gräfte bie nämliche 
Befchleunigung g annehmen. 

3) Sit ber auf »ergebene Bewegungen beS nämlichen ßöroerfl bejüg* 

r i 

liehen ©letchung p> = y [19] fann für F' ba$ ©ewicht P beö bewegltcben 

Körper« gefegt »erben, unb gleichzeitig für j' bie Befchleunigung g, welche 
ber Körper ber tfraft P oerbauft wenn fie allein auf ihn wirft; fo bafj man hat 

g-p' Dbcr J ~ p' 

b. h« bie confiante Befchleunigung j, welche eine Äraft F bei 
alleiniger SBirfung einem materiellen $uncte ertheilt, »er* 
halt fich ju ber »on ber (Schwere allein bewirften Befchlcu* 
nigung e> »ie bie Äraft F juin ©ewichte P jene« BeweglU 
chenj wobei ba« ©ewicht für benfelben Ort ber <$rbe gemeint 
ifl an welchem bie Befchleunigung htobad^ttt würbe. 
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140. £)ie Hclation — = ± gibt ferner F = pi . gragt man alfo 

" g g 

na$ ber flraft f, weldje einem Körper oom ©ewid;te P eine öefd;leunigung 

oon 1 JDieter mitteilen würbe, fo tyat man in ber legten gönnet P = f, 

j = 1 gu fefcen, wityrenb g flctö bie reine 9,81 bebeutet; man flnbct 
p 

f = — , nnb biefeö föefultat frimmt mit ber Angabe in ftr. 88 überein. 

141. 2>te »ortyerge&enben ©leietyungen fönnen in bie gorin gebraut 
»erben : 

£ F P t 
• — 'i ~~ ' > 
J J g 

b. b- ®iotbirt man jebe einzelne t>on beliebig »feien Gräften 
bureb ben numerifdjeu 2lu$brucf ber 23efd>lcunigung, welche 
fte, allein wirfenb, einem materiellen $unctc mitt&eilen 
würbe, fo ift ber Ouotient conftant, fo lange ficb'S oon einem 
unb bem nämlidjen materiellen <ßunct fcanbelt 

§. 4. HfnterfudjunAen über bie »erticale Bewegung ber JUrper 

im leeren lÄonmc, 

r 

142. &(>c wir in ber allgemeinen Xfjeorie ber gerablinigen Bewegung 
cineä materiellen $imct8 weiter gefjcn, »erteilen wir einige 3cit bei bem 
befonbern gatte ber oerticalen Bewegung oon Körpern, weldje blo$ ber 
(Sinwirfung ber <5d;were unb bem Erfolge einer 3lnfang$gefc$winbigfeit über* 
laffen ftnb. 

Die ©leicfyungen biefer Bewegung jlnb bie in 9lr. 138 enthaltenen [20], 
nämlicty 

x = x 0 -fvt-{- Igt 2 , v=v 0 -|-gt, £ = g. 

Sie oeretnfad)en ft#, wenn man bie Anfangslage bc$ Jßeweglidjen als 
Urforung ber x annimmt, alfo xo = 0 fefct; man &at bann 

x = v 0 t -f igt 2 , V = v 0 f gt, 

unb burd; Elimination »on t: 

v* — v 0 2 = 2gx. 
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148. $fi v bie ©eföwinbigfeit, welche ein Äörper erfangt tyat wenn 
er aus ber #ö(>e h otyne 9lnfangSgefc$winbigfeit herabgefallen ijt, fo (>at man 

h=igt 2 J v = gtj 
fcterau« v = V2gh = 4,43 VT 

unb h = £ = 0,051 v*. 

2g 

Die 3eit ober bie Dauer beS gaHeS ifl 



t*= - = 0,102 . v ober t = = 0,45Vh. 

g g 

Gebeutet h t bie $tyt weltfce ber o$ne SlnfangSgeföwinbigfett fallenbe 
Äörper in ber erften 6ecunbe burcfclauft, fo ifi 

h 1 = ig = 4-,904. 

144. SBirb ber Körper oertical in bie #öf>e geworfen, fo fann man 
bie 9lic&tung »on unten nad> oben als ben poptioen (Sinn ber x annehmen ; 
bann ifi aber bie 23ef$leunigung g negati» (133) , unb bie ©leid)ungen ber 
9lr. 142 geficn über in 

x = v 0 t-igt 2 , v = v 0 — gt, v* — v 0 a = — 2gx. [21] 

Die ©efönunbigfeit v nimmt ab, bleibt aber pojitio , b. b- auffteigenb, 
bis gt = v 0 wirb. 

Die #ö&e h, ju welker jia) aisbann ber bewegte Äörper erhoben bat, 
ift ber SBertfc üon x ber fld) ergibt, wenn man in ber erjien ©lei^uug 

S3on biefem 3(ugenblicf an bewegt fl# ber Äörper abwarte , inbem bie 
©efctywmbigfeit v negatio wirb. SBetradjtet man tyn na$ Ablauf eines neuen 
3eitraumS, welker bem beS Slufjfeigens gteity ifr, unb fefct man bemgemäfc 

b. f>. ber Körper tjt an benfelben <ßunct guruefgefommen oon welkem er 
ausging, unb bat bie SlnfangSgefcbwinbigfeit wiebcrerlangt, iebotb mit entge^ 
gengefejjtem ©inne. Da jeber auf bem SBege be$ «Beweglichen liegenbe 
$unct als Urfprung ber x angenommen werben fann, fo jle^t man obne weitere 
Oiedmung, ba§ ein oertteal emporgeworfener ßflrper bie ndmli^e 3eit $ur 3u* 
rucflegung einer unb ber ndmli^enSBegflrecfe brauet, glei^oiel ob biefe ©treefe 
aufjieigenb ober abfteigenb bur^laufen wirb; unb bafc in $wei flugenblicfen, 
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in benen er bur<$ einen unb benfetben ?*nnct be« Sßege« acfyt, feine ©e« 
fännnbtgfeit biefclbe 3wtenfttdt $at. 

3u biefen ©cfylüffen würbe man an$ gelangt fein, wenn man in ben 
©leidmngen ber 9tr. 142, bei benen bie pofitfoen x im ©inne be« Slbjieigen« 
angenommen *finb , bie ©eföwinbigfcit v 0 negatt» genommen £<5tte. 

145. SDic $ft$e h, gtei$ £ ober 0,051V» fceifct bie $öfce für bie 

©ef<$winbtgfeit v. (£ö ijl bie§ bie £ö£e $u toetdjer fi<$ ein Körper er* 
tyebt, wenn er mit ber (auffteigenben) ©efättnnbigfeit v oertical emporgeioorfen 
wirb ; unb jugtei# bie $tyt wetttye ein o&ne ^nfangSgefcfynunbigfeit faflenber 
Körper jurütftegen mufj um bie ©efcfyroinbigfeit v ju erlangen. 

SDie ©eföwiubigfett v, gtei# V2gh ober 4,43 Vh fjei&t bie @e* 
f^toinbtgfeü für bie £ö$e h. 

146. UcBtttig«« Aufgabelt (Unter SBerna^läffigung be« SBiberjtanb« 
ber ßuft ju töfen.) 

1) £>ie $iefe x eine« ©runnen« ju finben au« ber 3eit T, »el^e oer* 
fliefct jtoif^en bem dnttaffen eine« fcmabfallenben tförper« nnb ber Slnfunft 
bc« beim Auffallen »erurfac&ten 6djafle$. (Die ©efetynunbigfett be« edjaü* 
in ber ßuft = 337- = a.) 

SWan flnbet x = a [t - t +\/ i + ]. 

2) (Sin Äöroer, ber oon einem ^unete 0 au« fällt, (>at ben Kaum h 

gtmföen jn>ei befannten $uncten A, B wetyrenb ber 3eit t ( < \/?^) 

g 

burtylaufen. 9Kan fofl ben $ö#ften $unct 0, oon bem er ausging, be* 
ftimmen, b. \). bie Entfernung OA. 

3) 3^ei in berfelben Jöerticallfnie faflenbe tförper oertaffen in oerfdne* 
benen $ngenbli<fen bcjtcl)ung«tt>eife bie ^unetc 0 unb A mit ober o&ne 
fliifangSgefcfywinbigfeiten ; man fu$t ben Ort unb ben Slugenblicf tyre« 3u- 
fammentreffen« auf ber 93erticalen OA. 

4) 3»ei ßörper ocrlaifen o&ne 2lufang«gefc$n>inbigfeiten einen unb ben* 
felbcn $unct in jwei oerfefciebenen Slugenblicfen , rceldje einanber fcl;r na&e 
liegen fönnen. 2Ran verlangt ben Mugcnbticf wo Tie burety einen gegebenen 
3tt>if$enraum getrennt fein »erben, unb bie 2Bcgc welche fte aisbann burdj* 
taufen tyaben. 



Digitized by Google 



9lr. 147. 148. 



76 



§. 5. Hcltttton 3wifd)<tt ber JHaffe etn*0 materiellen ftoncte, ber 
auf tljn mirheitbeu Ärnft , unb ber bnrd) Untere tym mit0e%Uten 



147. 2Bir betrachten $wei materielle flutete A unb A n wetd;c im 
2l(lgcineinen ungleich fein foHen, fo bafc jte alfo bura) gleite Gräfte ungleiche 
«Befchlcunigungen erhalten. 2Rit F, F 4 bezeichnen wir $wci Äräfte tt>c£c^e 
biefe ÄÖrpcr bejiehungöweifc angreifen, unb mit j, j t bic barauö entfprin* 
genben 23efcbleunigungen. 

5tuö bem ßehrfafce in 9lr. 135 unb feinem 3"f fl fc* in ^1 folgt , ba& 
F F 

bie reiben Ouoticntcn — , r 4 , welche im Mgemeinen oerfchieben finb weit 

J J< 

fte fftf) auf »erfchiebene Körper A, A t begehen, für jeben einzelnen ßörper 
conftant bleiben, wie aud) bie als 2)toibcnb angenommene Äraft befchaffen 
fein mag , wenn man nur gleichzeitig als $)ioifor biejenige Söefchleunigung 
nimmt, welche biefer ben betrachteten Äörpcr angreifenben straft entfprichr. 

©efe^t nun, mir wollten ben betben Körpern A, A t eine unb biefelbe 
93efd)leunigung J erteilen, unb e$ feien be$te£ung$n>eife g>, q> t bie tytqu 
nötigen Gräfte. 

2Bir tytöm bann 

<p _ F _ Fj 

J ~ j ' J " j t ' 

unb hiernach ^ . ^ ^ F ? F, 

j J*i 

Sllfo »erhalten fich bie oben befinirten Guotienten 

F F 

wie jwei Äraftc g>, <p £ welche ben Körpern A, A t eine 

J Jj 

unb biefelbe, übrigens beliebige 23efchleunigung mitguthet* 
len im ©taube finb. 

148. 2Kan ^at gefehen (83), bafj bie Staffen 'gwetet materieller 
innere ben Äraften proportional finb wela)c ihnen bic nämliche Bewegung 
gu erteilen vermögen. Sllfo »erhalten ftd; bie Stoffen m, mj ber ftor=- 
per A, A t wie bic Äräfte <p unb </v SDaher fann man in ber vorigen Pro- 
portion m unb m* für q> unb a> £ fubftttuiren , unb hat bann 

F F 1 

^.'»1=7^; [22] 

b. h. i> ic Waffen jtoeier Äörper »erhalten fia) wie bie Duo_- 
tienten, welche man erhalt wenn man irgenb jwei Gräfte F,F 4 , 
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Hl 9Jr. 14Ö-151, 

bereit begicfMicfte (Sinroirfung auf btcfe ßörpcr t^nen bie ÜBc* 
f4>(etintgungen j, j t ertf;eilen würben, bur$ btefe 23efd?leu- 
nigungen bitnbtrt. 

149. 25icfe Proportion ifi unabhängig »on bcn für töraft, 93efd;lcum- 
gung unb SWajfe gewagten einleiten, ©te oereinfad>t ftd; mittels einer iu 
ber 9Wed>anif allgemein angenommenen Uebereinfunft (86): 

2Kan nimmt näinltdj jur 2Raffenetnf)eit bie 2Raffe cineö 
Äörper«, welche* unter (Sinwirfung ber Äraftetn^eit bie 
©in&eit ber 23efa)leunigung (b. i. eine ÜBefdjleunigung = 1) an* 
nehmen würbe. 

©cfct man In'crnacty in ber legten Proportion F, unb j t tyren betreff 
fenben einleiten gleicr), fo muß auefy m t ber aJiaifcnein(>eit gleidjgcfefot »erben. 

OKan ^at bann 

F ßrafteu theit 

in : 3Raf)enein$«it — . : ^ c ^i cu „i dM , t ^ cin ^it ' . 

■ 

F 

ober enblicfy m = y. 

£>iefe ©leietyung tfl ni#t Iwmogcn ; ü;r untrer ©hm \\t burd) bie »or- 
^ergegangene Proportion auSgebrücft. 

150. (Srfefct mau (139) bie Sßertye P unb j bejieljungSweife burd; 
P unb g, fo gibt bie lefcte formet 

m = £, [23] 

b. bie SDiaffc etneö Körper« ifi numertf<$ glei<$ feinem @e^ 
widjte bioibirt bur# bie au« biefem ©ewi^te entfpringenbe 
SBcfdjleunigung. (»gt. 88.) 

151. $a bie 23efdjlennigung g am nämlidjen Drte für alle Körper 
confrant tji, fo »erhalten fid) bie Staffen ber Körper wie ifyxt 
am namtidjen Drte befUmmten ©ewicfyte.*). ©feiere materielle 
Puncte (135) (>aben alfo (139) einerlei SWaife. 



Sürbe bie ©djwcre auf unijtctdje Ä5rper uugieid) einroirfen, reit cd bei electrifd)cn 
unb maanetifdjen Äriftcn ber ftafl ijt, fo wäre bie au« bem ©cwidjte eine« £ör- 
rerä entfpringenbe 33efd)ieuniguna, nic^t unabhängig »cm ber »JJatur biefefi Äoryerä, 
unb um feine 2Haffe ju erhalten, mftjite man fein ©ewid)t burd) bie befenbere Se= 
fdjleunigung feiner oerticaten Bewegung im leereu Staunte bi»ibiren. £ie Mafien 
wären bann alfo nid)t mcbjr ben @en>id)ten proportional. 
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* v*f9r% 

1) 2Ran fönnte in ben Ote^nungen ber inbujrriellen 2Ke#anif bic 2Äajfen 
gan$ umgeben, unb bie ßöröer bloS bur# i^rc ©erntete be$eic$nen; bie @in* 
fütyrung ber 2Äaffc bringt aber , n>ie man fe&en wirb , metyr dinfadjbeit in 
bie gormein unb in bie 5luSfprü$e ber ge&rfafce. $n ben Slnwenbungen . 
fubfiirutrt man ber SKaffe m eines beliebigen tfßrper« fein ©en>i#t P (für 
bie 93reite oon $ari$) btoibirt bur$ g ober 9,81, wenn ber SKeter unb 
bie 3eitfecunbe öld ßin^citen gelten. 

2) SBirb na# bem Körper gefragt beffen SRaffe als ©n&eit betrautet 
iji, fo fcat man in ber ©leidmng P = mg bloS m = 1 gu fefcen. $)abitr<$ 
erhalt man P = g, b. in bem »on uns angenommenen Süfieme ber 
Äraft--, föaum* unb 3eit* einleiten betragt baS ©eroi^t jenes ßörpers 
9,81 Kilogramm. 

3) 2Ran fagt gutoeiien, gmeffe bie ^ntenfttät ber Schwere, SDiefe 
Lebensart ift, n>cnn nid)t fetyler^aft, bodj jebenfadS unflar, unb es fann 
bamit ni$ts anbereS gemeint fein als bajj g bem ©e»t$te ber üRaffenein(>ett 
numerifö glei# ijt 

wobei man bie ßraft P als unoerfinberlitf) betrautet, unb fubfrituirt biefen 
9tuSbru<f für bie conjlante Sefcfyleunigung j in ben,@lei<$ungen ber 9lr. 133, 
fo erhält man bie ©leidnutgen ber gerablinigen gleichförmig oeranberten 93e^ 
wegung eines ^unets »on ber 2Kajfe m unter ber (linnrirfung einer con* 
ftanten ßraft »on ber S^nfitat F > namlity 



C£S ijt fceroorju&eben, ba§ in biefen ©lei^ungcn F baffelbe 3eid)en 
fyaben mufj wie bie JBefcbleunigung j in ben gormein ber 9tr. 133, fo bajj 
F yoftti» ober negatio ijl jenadjbem bie ßraft im Sinne ber »oftnoen x 
wirft ober in entgegengefefctem Sinne, 

154..2Benn bie ßraft F oeranberli^ ifl, fann man jle als conftant für 
eine unenblicfy Keine $tit dt betrauten, w%cnb »elctycr ber 3un>acbS ber 
©efätoinbigfeit dv fein »irbj bie Seföleumgung im betrachteten Slugen* 
dv 

blief ift TT* j man $at bafcer immer no# 




m 



[24] 



dv F 
dt ~ m 



mdv = Fdt. 
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«Rr. 155. 



fciefe föetation {>at man atebte gunb amen tat* @Iei<$ung jeber 
gerablintgen Bewegung ju betrauten. 

§. 6. Delation )w\f&)tn bem Antrieb unb ber JUcwcgnitflo - tfräße 

bei fleraMtntjjer lBeu)cöun0. 

155. Auö ber ©lei^ung v = v 0 -f ~t in flr. 153 ergibt fty 

mv — mv 0 = Ft. [25] 

SBenn fona<$ ein $unct ft<$ unter ber ©nwtrfung einer einigen cen* 
ftanten straft in geraber ßinie fortbewegt, unb man beredmet für $wet be* 
liebige StugenbUcfe baö üßrobuet au« feiner SKaffc unb feiner ©eföwinbigfeit, 
fo §at bie ©rö&e, um wetebeö fidj biefeä Jßrobuct änbert, baffelbe ßeic^en 
wie bie straft, unb benfetben numeriföen SBertb n>te ba$ Sßrobuct aud ber 
Kraft unb ber jwifeben ben beiben Augcnbfitfen »erlaufenen %tit, weites 
wir (71) ben Antrieb genannt fyabtn. 

»eifiriele, 

1) ßme gltntenfuget, ~ Kifog. föwer, babe eine ©eföwinbigfeit oon 

420 SReter, nac^bem Don bem Augenblitfe an, wo fle ben 3 u ffrwb ber ffiube 
oerlief;, bid $u bem Augenbtitfe wo fle jene ©eföwinbigfett erlangt bat, eine 
Kraft auf fle wirf te , meldte ümerbalb biefeä 3 e ^ aHraö °^ conftant ange* 
nommen wirb, ©cfct man in ber obigen ©letebung [25J 

v 0 = 0, v = 420, m = 4 -^, 

v *r 42 0 . 0,102 4 
unb alfo mv — = 1,071, 

fo fommt Ft = 1,071. 

3e natfcbem alfo bie SBirfung ber Kraft 

411 4 H 

All 1 

1 ' 10' 100' 

gebauert i)at, war bie Sntenfttat berfelben, in Kilogrammen: 

1,071; 10,71; 107,1; 

2) SBenn ber nämfi^e Körper, in bem Augenbltdfe wo feine ©efdjwin* 
bigfeit 420 m beträgt, auf einen anbern Korper trifft, welcher jene ©efdjwin- 
bigfeit vernietet inbem er tyr eine conftante Kraft entgegenfefct, fo gibt biefelbe 
©lei$ung ben SBiberfianbS* Antrieb, ber biirc^ ba$ $inberni§ auf bie in 
Bewegung begriffene Kugel ausgeübt wirb. 2Ran ma^t namlia) 

v = 0, v 0 = 420, mv 0 = 1,071 
unb erhalt Ft = — 1,071. 
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SDiefc ^robuct ifi negatio, weit ber ©inn ber tfraft bem (Sinne ber burd) 
flc vernichteten ©cfd^winbigfeit v 0 entgegengefefct ijt ftimmt man beifptete- 
weife an, baö #inberni§ (>abe bie ©efc^minbicjfcit ber Äuget in bei 3eit 
»on 0",00i »erntetet, fo fd?ltegt man ba§ bic tfraft Km^gewefen fei. 

(5$ fönnre ^ier 2tnfh>& erregen, ba§ wir baö, was bisher bloö für einen 
materiellen $unct fefl^efrcCft war, auf einen Äörper oon meßbaren Dirnen* 
fionen angewanbt haben. 2Ran wirb aber fpdter (285) fetyen, bajj biefe 
9lu$bebnung ertaubt ift 3unäcyft mar e$ nur barum ju thun, bie üöebeu-- 
tung ber formet mv — mv 0 = Ft buret) 3ahlen faßlicher $u machen. 

156. Da« Jßrobuct mv au$ ber SÄ äff e eine« materietten 
$unctd unb feiner ©efcbwinbtgfeit in einem befiimmten 9lu* 
genb liefe fptelt eine wichtige 9totle in bet ÜRecbanif, unb würbe oben (89) 
©röfje ber Bewegung genannt j ein alteret, aüerbingS fonberbarer 9lu$* 
bruef, ben mir aber beibehalten trotten, weit et einmal allgemein angenommen ift. 

157. 9lu$ ber formet [25J jief>t man leicht ben Schlujj: SDie 23 e- 
wegung$*©röfjen, welct)e gwei materielle ^unete in gerab* 
tiniger ^Bewegung wal;renb ber ndmticben 3 et t unb unter ber 
(Stnnurfung groeicr für jeben <ßunct -conftant bleibenber 
Gräfte erworben b«ben, finb biefen Gräften proportional. 

(£$ feien nämlich m nnb m' bie beiben ÜÄaffen , v — v 0 unb v' — v' 0 
bie währenb ber 3eit t burch bie conjtanten Gräfte F unb F' erlangten ©e* 
febvoinbigfeiten } bann fyat man [25J 

mv — mv 0 = Ft unb mV — mV 0 = F't, 

batjer mv — mv 0 F 

mV — mV 0 ~~ F 4 ' 

9limmt man an, bie beiben tförpet feien gu Stnfang bet %tit t oon bet 
föuhe auegegangen, fo tebucirt fieb bie Proportion auf 

mv F 

mV ~ F" 

b. \), bie SewegungS * @tö|en gweter »etfäiebenet matetiettet ^unete oet^ 
Ratten fi# wie gwei conftante Gräfte, welche jene ©rfljjen in einer unb ber 
nämlichen 3*it gu erzeugen im (Stanbe flnb.*) 



*) 3" einer j&tit, wo man nod) bie giften) augen&lfcfUd^er Äräfte (70) annahm, fagte 
man, bie SBefcea,una,«;@r&fje eine« materiellen *pnnct3 bniefe bie Äraft biefe« 
ÄBrverö and ober fei tljr proportional (Laplace, Exposition du systtone du 
monde, liv. 8, chap. 3). SDiefe ©prad)e fft unvereinbar mit ber ^eutjutage gelten-- 
ben Definition beß Sorte« raft. 
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»r. 158—160. 



158. 28ir »ollen nun bie obige Delation [25] auf ben gaff au$$ube$nen 
fu#en, »o ber materielle $unct ben aufeinanberfolgenben SBirfungen »er* 
föiebener Gräfte unterworfen ifi, beren Ortungen aber immer mit bcm 
»offtioen ober bem negativen Sinne ber ©eraben gafammenfaUen in »etctyer 
jtd? ber $unct bewegt 

gur einen $unct oon ber 2Raffe in fei 

v 0 bie ©eföroinbigfeit in einem beliebigen Stugenbticfe, ber al« ber an* 
fangtträe gilt; 

F, bie »ofltioe ober negative Äraft weltfje feit biefem 9(ugenbli<fe tyatig ifl; 
r { bie Dauer ber confianteu Söirfung von 
v t bie ©efdjnunbigfcit ju (£nbe ber 3eit t, • 
F 2 eine tfraft welche bie F 4 abtdft ; 
t 2 bie SBirfungSbauer ber F 2 ; 
v 2 bie ©efdMnbigfett ju (Snbe biefer feiten ^eriobe; 
gerner feien 

F 3 , t Si v 3 bie analogen ©röfcen für eine britte «periobe; 
F. , t b , v bie analogen ©rfl&en für bie nte uub lefcte <ßeriobe. 
«Dton bat bann natf SRr. 155 



für bie nte unb tefcte <J3eriobe : mv — rav,_, = F„t b . 
2)ur<$ 9lbbition erhalt man 

mv — inv u = F t Ti -f F 2 t 2 -f F 3 t 3 -f . . . . -f F„t b , 
ober, in abgetönter ©Reibung: 

mv — mv 0 = £Fr. 

159. £)iefe lejjtere ©leicfyung befielt immer, n>ie ftctn au<$ bie &t\t* 
räume r fein mögen, stimmt man bafyer an, bafj bie Äraft jt$ jtetig 
anbere, fo fcat man (©8. 268) 



£)iefe$ föefuftat erhält man unmittelbar, nur nictyt auf fo elementare 
SBeife, bur# Integration ber ©leidjung mdv = Fdt. (154.) 

160. SDer Definition be$ Sfotriebä (71) jufotge (äffen ftdj bie brei 
gäae, auf welche flc* bie ©tei^ungen in 9lr. 155 , 158 u. 159 bejiefjen, 
in einer gemeinfamen gajfung anöfprec^en. liefen SfuSfprucy, auf welchen 
wir und fünftig öfters bejieijcn muffen, nennen wir" ben „<5afc oon ber 93e- 

«(langtt« SWe*anK. i. 6 



für bie lte $eriobe: 
tf v 2te „ 



mv, — mv 0 = F t T t ; 
mv 2 — mv i = F 3 t 2 ; 
mv, — mv, = F,r 3 ; 




[26j 
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$iebnng gwifcben bem Antrieb unb ber 23ewegung«--@ro&e", ober einfacher ben 
fccfrrfafc tiom Effect be$ Antrieb* bei gcrabltniger Bewegung eine« ma* 
terieUcn «ßunet*. <£r lautet : 

Die 9lenberung ber 23ewegung«--©rö&e ifr na<$ SBertty 
unb 93 orge i(^en g ( et ^ bem Antrieb ber ßrafte in ber nämli* 
#en 3 e i t. 

161. 23ctracbtet man bic beiben befonbern gälle, wo eine ber ©efebwin* 
bigfeiten v 0 , v null ift, fo fiefct man, ba& bie einem materiellen $uncte ju- 
fommeube ©rofje bei Bewegung 

1) Dom namlidjen Sßerty unb bem nämlieben Sinn ijr wie ber ©e- 
fammtantrieb , ben ber <ßunct empfangen ^at feit bem $lugenblicfe wo er au« 
ber fltube trat; 

2) gleichgroß aber oon entgegengefefctem <3inne mit bem Antrieb welcher 
nott)ig ift um bcn matericUen Sßuuct wieber in SWu^c ju »erfefceu. 

162. <£« ift Kar, bajj ber erwähnte Sa& ohne (Sinfcbränfung au# 
bann gilt, wenn auf ba« 93eweglicbc mehrere Äräftc gleiebjeitig wirfen, ent^ 
weber in einerlei ober in eurgegengefefctem Sinn, boeb fiet« lang« einer unb 
berfelben ©eraben. $n biefem galle ift bie in obige JRecbnungen unb gor^ 
mein eingeführte Äraft F bie algcbraifcfye Summe ber in Ibätigfeit fommen* 
ben Ärafte, nnb ba« föefultat ift immer baffelbe, man möge biefe Summe 
mit bem (dement ber 3eit multtpliciren , ober bie SKultiplication »or ber 
9lbbition ber Gräfte ausführen. 

§. 7. tWUtiou 3Q)tfd)en ber Arbeit unb ber lebenbigen ftatrn3 

bei geradliniger fBewegung. 

163. £>ie beiben ©leiebungen [24] in <Rr. 153, nämlich 

F F 
v = v 0 -f- -t unb x — x 0 = v 0 t f -t» 
m 2 m 

führen gu einem merfwürbigen (Srgebnif), wenn man bie 3«* 1 eliminirt. 3« 
biefem 3wecfe tann man bie beiben Seiten ber erfreu auf« Ciuabrat er* 

F 

heben, unb bie zweite mit 2 - mulripliciren , fo ba§ man bat 

F V 2 
m m 4 

F FF 1 
2-(x-Xo) = 2-Vot + ^; 

bierau« erhalt mau 

l mv' — J mv 0 ' = F (x - x 0 ). [27] 
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9lr. 164. 165. 



JBewegt ft$ bemnad) ein materieller $unct tu gerater ßüiie unter ber 
(Sinwirfung einer einzigen conftanten Äraft , unb man beregnet für jwei be-- 
liebige 9lugcnMicfe bic £alftc bcö ^Jrobuctö au$ feiner ÜRaffe unb bem 
Duabrat fetner ©efdjwinbigfeit, fo bat bic 5lenberung biefer ©rö&e benfelben 
2Bertl> unb baffclbe Stifytw tote baö ^ßrobuet auü ber ganzen Äraft unb bem 
{Raunte um welken ber bewegte ^unet im <5inne biefer Ätaft Dorgerücft 
ifl; bieg »ßrobuet ifl aber, naety ber Definition in fflx. 74 unb ben Seiner- 
fungen in 9ir. 76 u. 78, bie Arbeit ber Äraft. 

Die Seifpiele in 9ir. 155 ttnnen un0 tyier nod) einmal bienen. 

1) v 0 = 0, v = 420, m =7^ *niv* = 224,8. 

©ibt mau alfo ju, bie Äraft fei oom Seginn ber Bewegung bis $u 
bem 9lugenblicfe wo bie ©efebwinbigfeit 420 w beträgt conflant geblieben, unb 
be5eicbnet bunb x ben wabrenb biefer 3eit burdjfaufeiten töaum, fo (>at man 

Fx = 224 fc «",8. 

3enacfybem a(fo x eine 9luöbetynung oon 

l m , 2-, 3-, ?c. 

(>at, war bie Sntenfttat ber Äraft F, in Äilogr.: 

224,8; 112,4; 74,9 k. 

2) v 0 = 420, v = 0, imv* = 224,8; 

Fx = — 224,8. 

#ier ifl bie Slrbeit negatio, weil ber ©inn ber Äraft bem ber WnfangS- 
gefdjwinbigfeit unb folglid) aud^ bem beö SßegeS x entgegengefefet ifl. stimmt 
man 23. an, bad £mberni& & fl & e & cr bewegten Äugel nod? gemattet eine 
<5trecfe oon 0 ra ,02 jurucf^ulegen, fo müfjte bie SßiberflanbSfraft auf 11240 Äil. 
angefdjlagcn werben. 

164. Die ©röpe |mv J , baä (jalbe ^robuet au* ber ÜRaffe 
eine« materiellen ^itnctö unb bem Duabrat ber ©ef^win* 
big fett in einem befrimmten 9lugenblicfe , fommt in ben #auyt--2ebrfäj*en 
oor oon benen bie S3cred)nung be$ (Sffectö ber. aRafdnne« ausgebt. Sie 
$ei§t in biefem 23u^e (92) bie l eben big e $oten$ be$ materiellen ^unets 
in bem betrachteten Slugenblicf. 

165. <£^e wir biefen tarnen ju rechtfertigen fu^en, wollen wir bie 
oben erhaltene Delation [27] für ben ftall erweitern wo bie ©efammtfraft F 
(ogl. 167) niebt me&r conflant ifl. 

Se&ält man bie ©ejeidmungen ber 9tr. 158 bei, unb oerflefct man 
ferner unter <r lt a 2 , <r ö , .... a n bie wä&renb ber Seiten t 4 , t 2 , r 3 , .... t„ 
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burc^taufenen SBege, »obei man jene 3eitrdume fo ffein nehmen fann bajj 
in feinem bcrfelben bie ©efdmunbigfeit ba« 93or$eid>en anbert, fo t)at man 
nae$ 9tr. 163 

für bie lte ^eriobe: 1 mv t J — I rov 0 * = F^j ; 

* n 21e „ : ImV-imv^F^; 
„ „ 3te „ : l nw 8 3 J rov 2 « = F 3 oy, 

i 

* * 

für bie nte u. te|jte ^eriobc: \ mr 9 — i mv,,-, 2 = F B <x B , 

nnb burety flbbition: 

1 mv 8 — I mv 0 * = F.ff, -j- F 2 *. 2 f F 3 <r 3 -f . . . -f F a a u , 

voa« man in Wbfürjung fo fd;reibt: 

ober aud), na* ber 23e$ei#nung von 9tr. 73: 

Jmv» - >v 0 2 = «F; 

b. bie $enbcrung ber lebeubigen ?ßoteu$ ifr, wie in 9?r. 163, 
gtei($ ber Arbeit ber ©efammtf raf t, obwohl biefe jejjt al$ eine 
fof<$e angenommen ift, bie jia) fdmtrroeife oeränbert. 

166. 2>ie »orige ©(eidjung befreit immer, »ie fleht aud) bie 2Bege <s 
feien, Wenbcrt fieb baljcr bie Jtraft ftetig, uub nimmt man bie burcblau^ 
fene ©erabc ate ?lje, anf n>cld;e bie »cr<inber(ier)en $)iftan$en x be3 SBe^ 
teeglidjeu von einem beliebig gewagten Urfprung aufgetragen »erben, fo tyat 
man (unter $ead>tung ba& bie Äraft F immer ein Sorten (>at roeldje« 
bem 6inne tyrer Sßirfung entfpricbf): 

Jniv« — }mv 0 «=yFdx, [28] 

ober immer nod) 

inv 2 — ^ mv 0 * = CF. 

2>ie§ ergibt ft$ auf unmittelbare, aber nid?t uie(>r fo elementare SBeife 
au« ber @ieid>ttng (9lr. 154) mdv = Fdt, wenn man fle (um dt gu etu 

dx 

miniren) mit ber ©tei^uug v = biirdj ÜRuKipiication oerbinbet, unb 
bann bie erhaltene neue Weisung mvdv = Fdx iutegritt. 

167. SBirfen auf baä Öewegtiebe mehrere Gräfte g(ei$$eitig in einerlei 
ober in enlgegengcfektera (Sinne, fo ift bie in obigen Meinungen (tetyentoe 
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9ir. 168-170. 



Äraft F bie algebraifche ©umme jener ffrafte, unb bie Arbeit oon F tut 
jebe« (Slement be« SBege« ift gleich ber algebraifchen Summe au« ben arbei- 
ten ber einzelnen Strafte. ÜRan fann baher [^reiben : 

\ rov» — i mv 0 2 = 2€F , [29J 
tnbem man je^t burch F bie einzelnen Äräftc bezeichnet. 

168. 9ta# ber allgemeinen Definition ber Arbeit einer straft (74) 
(äffen fidj bie »ergebenen oort)in betrachteten gäde jufammen in einem 
6afce auöfprechen, ben wir ben „Sajj oon ber Delation jwifchen Arbeit unb 
lebendiger ^Jotenj" nennen wollen, ober fürjer ben 2ef)rfa£ tfont ©ffect ber 
Arbeit bei gerabliniger ©ewegnng eine« materieflen $unct«. Warnlicht 

Die 9lenberung ber lebenbigen *poteng ift nach SBertt) 
unb 33 or$ eichen glejch ber Arbeit ber Gräfte in ber fei ben &tit. 

169. ^Betrachtet man bie beiden befonbern gatte wo eine ber ©efchwin* 
bigfeiten v 0 , v null ift, fo fleht man, baj? bie einem materiellen ^unete jh* 
fommenbc lebenbige ^otenj 1) gleich ift ber ganzen Arbeit treibe er in 
Slnfpruch genommen ^at feit feinem 9lu«gange au« ber ftufye ; unb 2) nume- 
rifch gleich ber negatiocu Arbeit welche ben $unct roteber gur 9)ur)e bringen 
würbe. 

Dicfe (efctere (Sigenfchaft h flr lllt $ öeranlaffung gegeben, ber ©rö&e \ mv 2 
ben tarnen lebenbige ^Jotcnj ober lebenbige« Vermögen beiju- 
legeu, welcher fooiel fagen will al« bie einem bewegten materiellen 
^unete tnwohnenbe gabigfeit, »ermöge feiner SRaffe unb 
©efdjwinbigfeit eine gewiffe ihm entgegentretenbe ÜBiber- 
fianb«arbcit gu befleißen bi« er $ur 91 u^e fommt. 

170. 3n ben meifien Sehrbüchern ber SWechanif wirb bic ©rrfje mv* 
lebenbige Äraft genannt, unb tiefer Sluobrucf entfprang an« bem ©e* 
brauche be« 23orte« Äraft für bie «rbeitö fähigfeit ber 9Rotoren. fcorio-- 
li« hat — unter ber ©emerfung, bafc gerabe in ben wichtigen ßehrfäfcen ber 
SRechanif bie ©röfje \ mv» oorfomme unb „ba§ e« fehr unbequem fei , nur 

für ba« Doppelte einer ©rö§c einen Flamen ju höben, welche un« alle 
ftugenblicfe auffiofjt" — in feinem SB erfe über ^Berechnung be« ßffect« 
ber SKafchinen*) oorgefdjlagen, bie ^Benennung lebenbige Straft eine« 

materietten $unct« auf ba« «ßrobnet p r au« feinem ©ewichtc p unb ber 
feiner ©efehwinbigfett v entfprechenben Baül?i^e — überzutragen , welche« 



•) TraUe" du Calcul de leffet des machiue*. 
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<)3robuct gleicfobebeutenb mit >v 5 ift (145 u. 150). &iefe Neuerung föetnt 
niefct ben 33eifaU ber (ikfefjrten erhalten ju fyaben, ba man cö für fefyr mijjlicty 
erachtete, bie 23ebeutung cincö ?(u$brucf$ gu roecfyfeln welcher in gablreidjen, 
mit Stecht gcfdjäfcten SSerfcu eintyeimtfd) geworben ijl. Uebrigenä fiefjt au# 
(Eoriotiö jene ^Benennung an fidj für ungeeignet an, unb roitt fle nur fo 
ausgefegt Hüffen, ba§ man baö SBort Äraft im Sinne von verfügbarer 
Arbeit (disponibilite de travail) nimmt, in ber 9irt roic bie fßraettfer von 
ber ftraft eine* $ferbe3, einer £ampfmafdnne , eine« SBafferlaufö k. 
fprecfcen. 

Uebergeugt, bajj eä gu Anfang ber medjanifcfcen ©tubien von Sßttfyttgfeit 
ifl, mit bem Söorte Äraft au$fd>Ke&lidj ben 33egriff einer 2(nftrengung, 
eine« in Kilogrammen audbrütfbaren 3 u 9 eö °^ et ®rucf e$ gu »erbinben — 
»orauä folgt, ba§ ein in ^Bewegung begriffener unb ft<t) felbft überlajfener 
Körper (abgefefren von feinem <$ewi$te) nidjtö barbietet n>aö man feine Äraft*) 
nennen fönnte, — fyaben n>ir in unferm ße£rbud)e für bie ©röfje imv 2 

ober p— ben 3lu$brucf lebenbtgc<poteng gewagt, ben ber Sefer fpatertyin, 



*) 3m »crigen 3abrtunbert ijt Diel Varüber geflritten werben, wie man bie Äraft e 
bewegter Äorper ju meffen b<»te. 3" bem einfallen ftatle, wo ein fefrer 
Äorper eine tiefe JranefationSbcwegung beftyt, rebueirte man bie ?crage baranf: 
ju wiffen „ob bie Äraft eined Äorperd, weiter eine gewiffe ©efebwinbigfeit 
tat, fict fcerbowelt über ocr»terfad)t , wenn feine ©efdjwtnbigteit fid> vcrbovpelt 
(D'Alembert, Traite d* Dynamique; Dfscours preliminaire p. XVII). Cffen- 
tar würbe f>tcbei bad SBort Äraft triebt in bem *on und angenommenen Sinne 
(61) gebrauebt. 3 tt bem man bie <$jcijien$ augenblicflidjer Äräfte (70) uorauSfefcte, 
fagte man von einem bewegten unb ftcb felbft überlaffenen Äöryer, feine Straft 
bleibe bie nämtidje, ober biefc Äraft erbalte fieb ofjne 2luff>oren 
(Laplace, Exposition da Systeme du monde, liv. 3, chap. 2), wie Wenn 
fie in jebem Stugenblttfe bie wirflid)c Urfadjc ber ©ewegung wäre. 9lad) ben neue« 
ren SBorfteflungen ift bie Äraft nid>t bie fortbefteljeitbe ltrfacbe jeber »erbanbenen 
Bewegung, weftl aber bie ltrfacte für bie SMebiftration jeber »eräuberttebeu Bewegung. 
3n ffiabrbeit tarnt ein Äbrfccr, fo lange er fid) felbft überladen beiden foll, eine Äraft 
weber ausüben nodj aufnehmen; unb wenn man nad) ber Äraft fragt bureb weldie feine 
©ewegung erzeugt würbe ober »ernidjtet werben würbe, foift biej? eiiieunbefiimmteftrage. 
dagegen te^rt un« bicSewegungegröfiemv beö bctradjteten Äörverö ben 2lntr i eb/Fdt 
ber »erlangten Äraft fennen, weldier ftd) »crtowelt wenn bie ©efdiwinbigfeit bie 
botopefte wirb; unb bie lebenbfge *Boten$ \ mv" jetgt wie bie Arbeit /Fds biefer 
Äraft an, wobei wir feten bafi bei »erbopoelter ©efebwinbigfeit bie Arbeit auf ba« 
©ierfacte fteigt. 9Rttbin baten biejenigen ©elebjrten, weldie (wie Newton unb 
Guler) ba«, wa« ftc bie Äraft eine« bewegten Ät>rper« nannten, burd» ba« «ßrobuet 
au« feiner SOTaffe unb feiner @efd>winbigfcit ma§en t unter Äraft bie jufammen- 
gefeftte ©röüe »erlauben bie wir Antrieb nennen; unb biejenigen, weldje (mit 
£eitui^ unb ©crnoulli) baö *probuct au« ber SWafie unb bem Cuabrate ber 
©ef(bwinbigfeit jum 9Äaüe nahmen, gebrauchen ben tarnen Äraft für bie jufaitu 
mengefe^te ©ro^c wcldjc bei un« Arbeit bei&t. 
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wenn er ßuji §at, mit falber Icbenbi^ct ßraft »ertauben mag, um 
ftet; mit bem allgemeineren ®prad>gebraud;e in Uebcretnfliinntuiig $u fejjen. 

gfir un* fnityft fu$ an bie SBorte lebenbige $oten$ bie SBorflcf- 
(ung oon ber Arbeit, n>elcfc>e ein materieller fßuuct über ftd? ergeben lä§t e&e 
er jur 5Ru|)C gebracht nurb; unb ba$ Beiwort lebenbig (vive) bient, wie 
<£orioli$ ftd; auSbrücft, „jur Unterföeibung ber Arbeit, meiere au« einer 
„errcorbenen ©ef(f;tt>tnbigfeit (vitesse) roieberjugewinnen ifr, Don ber* 
„jenigen rceldje an« $ufammengebrücftett Sebent ober irgenb einem anbem 
„SWotor ttnebergeroonnen werben fann." 

§. 8. ©ebraud) ber tJoranflejjatujenen Wormeln für bie anf gerab- 
Linijt Jßeroegung bejüfllid)en Aufgaben. 

171. 3fibteßraft conftant, ober — was auf baffelbe hinaus* 
fommt — bie JBeroegung eine gleichförmig oeränbertc, fo geboren für bie Ijier 
»orfommenben fragen bie ©fei^ungen (153 u. 163): 

v = v 0 4- -t, 
m 

x = x 0 + v 0 t + { - F ~t\ 

im(v*- v 0 ») "= F(x — x 0 ), 

oon benen bie brüte (bie ©lekfyung be$ Arbeit«* Effects ber conftanten 
Äraft F) au« ben beiben erfien bura) Elimination oon t folgt. 3*be biefer 
brei ©leicfmngen enthält bloS $n>ei ber brei öeranberlictyen x, v, t, unb liefert 
folgli^ bie eine berfelben al$ Function oon einer ber beiben anbem. 

2Bir nehmen nun aber bie Straft alö oeränberlidj an, unb betrauten bie 
brei einfachen gafle welche &ier möglich ftnb; jene nämlid> roo bie Straft 
eine Function oon einer ber brei öeränberlictyen t, x, v ift. 

172. 3f* bie Straft al$ Function ber 3 e 1 1 gegeben, uamlicty 
F = J|tj, fo gibt bie 3unbamental--®leid>ung (154) ^ = -nac^j ber In- 
tegration 

i r 

v-v 0 = --/ /|tjdt. 

Angenommen, baö integral ^ nnc u "ter allgemeiner gorm erhalten 
»erben, unb e$ fei 

y-v 0 = i/,|t|. 
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€>efct man bann für v feilten SBerty — , fo flnbet man burcty aberma* 
lige Integration 

x — Xo = v 0 t + i /' 4|t|dt; 

m«/ i=o 

unb wenn au$ biefe« $roette integral unter allgemeiner gorm gefunben n>er* 
ben fann, fo &at man jwei ©leic&ungen $n>if$en ben brei ©eranberlicljen v, x, t. 

gaffen ftcfc aber bie integrale oon S jt| dt unb I t |t| dt ni<$t unter allge* 
meiner gorm barfrcflen, fo erhält man ftc näljerungeweife für fucceifioe SBertye 
üon t burd> bie 6im»fon'föe gormel (©g., 302). 

SBäre umgefe^rt eine ber 93eranberü#en x ober v unmittelbar al« 
Function ber fyit gegeben, fo würbe man (jierauö bcn ?lu$brn<f für bie 
unbefannte oeränberlidje föaft F burd) bie gormelu 



finben. 



dx dv 

T = df F = m it 



173. 3fr bie Äraft eine gegebene gunction ber 2>i-ftan$ x 
be« 23e»cgtid;en oon einem fefien $uncte, etwa F = if |x|, fo 
ert)älr mau bie ©leicr)itng be« Effect« ber Arbeit au« ber gunbamenral* 
dv J |x| 

©Irictyung ^ = , inbem man dt mittet« ber {Relation vdt = dx elimt* 
nirt unb bann integrirt; unb jn>ar 

im (v«-y 0 ^ = /\f |x| dx = 4 |xj, 

wenn ndmlidj bie Integration unter allgemeiner gorm mögli# ift 
SKan finbet barau« 



dx 

unb naa) <5ubfritution biefe« 2Bert(>e« in ber @teict)ung dt = — rebucirtft# 

bie JBefümmung »on t a(« Function oon x auf eine Duabratur. 

SBäre umgefet)rt bie ©efebroinbigfeit unmittelbar al« Function ber 
£iftan$ x gegeben, fo würbe man barau« auf ben 9lu«brucf ber üeranberlidjen 
töaft jtyliefjen. <$« fei v = M |x|. 9ia$ Elimination ber 3eit gwtföen ben 
@leia)ungen 

dv F dx 
unb v = 



r)at man 



dt m dt 
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2öärc bie 3«t t al« Function oon x gegeben, fo fu<^t man &uerfi btc 
jtombigfeit unb bann bie Äraft. @S fei 

t = g>|x|, alfo dt = y|x|dx; 
man erhält tyierauS dl 

v = dt = 9 T W' 
SDa fomit v al« Function Don x auSgebrütft tft, fommt man auf ben 
oorigen gatt $urücr\ 

174. <S« fei bie Äraft als Function ber ©efd>n>inbigf eit 
gegeben; nämlidj F = J\v\ t 

2>tc gunbamental--©lei$ung ^ = - gibt dt = ~ J , unb bie 3n* 
tegratton 

dv 

, = m y jr' 

n>obur# man entwebet t al« Function ton v, ober bic ju oerföiebenen 
SBertyen oon v gehörigen angenäherten 2öertl;e ton t befiimmen (ann. 

Um eben fo x al* Function oon v ju ermatten, eliminirt man bie Seit t 
au« ben betben ©leictmngen 

dt - i\t~ } 

man finbet ^ invdv, 

J\v\ 

unb na$ Integration ' f y vdv 

x~x 0 _my — 

vo 

2Ran fann ^ierna^ für bie brei Eeränberlic&en v, t, x beliebig oiele 
glei$jeitige 2Bertl)e angeben. 

3ft umgefefjrt bie SDiftanj x unmittelbar alö guucrion ber Oeftyrin* 
bigfeit v gegeben, fo fann man fjterauö ben Sluöbrurf für bie oeränbcrlidje 
Äraft fua>n. m fei x = £ |v| , alfo dx = JP }v| dv. 9ta$ Elimination 

dv dv 

oon dx auä biefer ©lei^ung unb au$ dx = vdt fyat man d ~ = jr^> 

. mv 
unb folgltd) F = ■j r ^-. 

2Ba« bie 3eit betrifft, fo finbet man fte als gunction oon v burd> 3n- 
tegratton ber »orteten ©teid>ung j namlidj 



-/ 

▼0 



r }vj dv 
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Sßare aber bie 3eit t at« gunction oon v gegeben geroefen, fo |?ätte 
man auety teidjt bie tfraft gefunben. t = q> jv| , ober dt =-• g>' {v| dv, 

fdjtie&t man F = Die Diftan$ x aber ergibt fi$, wenn man dt an« 

dx 

ber vorlebten ©teidwng unb dt = - etiminirt, unb bie erhaltene ©fei* 
$ung dx = va>' |vj dv integrirt ; man flnbet 

x — x 0 = y* vg>' |v| dv. 

175. 33ei mannen Aufgaben ifl bie flraft ate Function mehrerer 95er-- 
anberlitbcn x, v, t gegeben; j. SB. F = /|x,vj. Die gunbamental*®lei$ung 
ber 23eroegung (>at bann bie %ctm 

dv 1 r . . 
dx 

ober, wenn man für v feinen SBerti) — fej-jt, 

Qt 



dt m f ' dt ^ 



Dieft ifl eine Differential * ©leidutng Reiter Drbnung, wetdje in ge* 
miffen gälten integrabel ifl, b. b. eine [Relation jwif(ben x unb t liefern fann. 
Die 2Retbobcn einer foI<ben Integration werben in ben fpecieflen Seijrbücbern 
ber ^ntegralredmung gelehrt. Uebrigend ftöfjt man auf folcfce Stufgaben in 
ber inbnftrieöen 2Re#anif nur feiten. 



§. 9. 3ümienbuna.en. 

l) ©it>ration*-2?en»efltinfl eine* »erticalen elafrifäen ©tal'e« »eldjer einen fetteren 

Äörper trägt. •) 

176. <£tjfe tttttetfu^ttttg* — ein priömatifdjcr 6tab ifl in oerticaler 
Sage mit feinem obern (Snbc befeftigt; am anbern Gilbe bringt man einen 
Äöryer M oom ©cwid>t Q an, weiter anfangs fo unterjlüfct ifl ba§ er 
feinerlci SBirfung auf ben ©tab auäübt, bann aber mit einemmate ber 
©djwere- überfaffeu roirb. SBon biefem Wugenbluf an oerlangert fidj ber 
(Stab um eine oeränbcrlia> ©röfje x , unb übt gleichzeitig auf ben Körper 



•) Da* Sefentlicfje ber Hummern 170—182 ifl <ui$ $oncetet'$ inDufrrtetler 2Red?anif 
entnommen (Introduction 4 laMiScanique industrielle, deuxieme e'dition, p. 385— 400). 
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eine oeränberlitfye Kraftäufjerung F. Von biefer Kraft, tt>ctc^e man bie 
(Spannung beö Stabes nennen fann, wirb angenommen, ffe fei proportional 

1) bern Ver^ältniffe ber Verlängerung x jur urfprünglia)en ober natür* 
litten Sange L, 

2) bem Duerfdmitte A beS Stabeö, naa) Duabratmetern auSgebrücft. 
2Ran f>at fona$ 

F = ^\ [30] 

wobei bie 3a£l E, wel$e ber <glafitcttäta--(£oefficient ober (Slaftici-- 
tätS-- 2R ob ul $ei§t, ftty auf Kilogramme begebt unb oon beut Stoffe be« 
Stabes abfangt. 3fi biefer Stoff j. 33. Sdmiiebeifen, fo ijt nal;eju E = 2 . 10 10 ; 
ba(>er würbe ein ©fenbratfc oon einem Duabrarraiüimeter Cmerfcfmitt unb 
einem Weter urfprünglidjer Sange ftd> um V2 ÜÄiairactcr oerlängern, wenn 
feine Spannung 10 Kilogramm betragt , b. 1). wenn er auf jebeS feiner 9(u-- 
fnüpfungSenben eine Kraft oon 10 Kilogr. übt. 

EA 

2)er Goefficient — »on x in ber ©leidjung [30J ijt baS 2Ra& für bie 

Straffheit (roideur de ressort) beS Stabes in föücfficfyt auf feine geberung 
nadj ber Sangen »SDtmenfton. 

SDaS burefy obige ©letdjung [30] auSgefprocfycue ©efefc gilt bloS bis gu 
einem gewiffen 9luSbe&nungS$ujianbe, ben man bie ($lafticitäts*©reu$e 
. nennt, unb welcher für ©tfen, je naä) feiner Dualität, einer Spannung oon 
12 bis 18 Kilogr. auf ben Duabratmillimcter beS DuerfctynittS entfpridjt. 

3eneS ©efefc beruht ferner auf ber VorauSfefcung , ba§ ber Stab nadj 
feiner ganjen ©rjireefung ftc^ gletd;mä§ig oerlängert, was bei biefer 9lrt 
ber Vewegung nur bann ftreng jtattfinbet wenn bie Verlängerung fid> langfam 
IjerfteUt. 3)od? fann an<$ bei rafd;cr Vewegung ber obige 2luSbrucf für F 
no# als iMnreidjenb genau angenommen werben, wenn bie Waffe beS Stabs 
im Verl>ältni& jur Waffe beS Körpers M gering ijt. 

9tad> 5lnnal>me obiger Voranöfe|jungcn oerlaugt man nun $u wiffen, 
wela)e Vewegung ber Körper M anuimmt, wenn man tyn wie einen mate- 
riellen $unct be^anbelt. 

* 

177. 3n bem 9(ugenblicfe wo ber Körper M , beffen Waffe - iff, am 

ff 

(£nbe ber Strecfe x anfommt, l>at er bie Sirbett f*(Q~ F > dx ofecr 

/* EA 
(Qdx |7 xdx ) aufgenommen, unb feine lebenbtge $oten$ ift — ^ v*, 
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wenn v feine ©eföwinbigfeit bebeutet. Dafcer fcat man (165 u. 167) burcr; 
3ntegratton 286) 

1 Q * 1EA , r „ in 

_ä T . = Ql ___ Ä t3 l] 

(SS fei 1 bie Verlängerung in bem 2lugenbli<fe wo bie (Spannung F 
glei* bem ©ewicfite Q ift. $>iefc ift bie (Spannung »el^e ber (Stab an-- 
nehmen unb behalten würbe, wenn man bie Unterlage, welche ben Äörper 

anfangs getragen fcat, fe&r langfam entfernen wollte. Die ßröfce ~, 

Li 

b. i. bie auf jeben SWeter ber urfprungli<ben 2änge treffcnbe Verlängerung 
beS (Stabes weiter baS in föube gebaute ©ewidjt Q tragt, nennt Poncet et 
bie (labile Verlängerung (allongement de stabilite"). • SRan &at bann 
in ber (Steigung [30] F == Q, x = 1 gu fefcen ; atfo 

rt EA f . EA Q 
Q = T 1 ober ^«f, 

unb babur<$ erhalt bie ©lei<$ung [31] bie ©eflalt 

v 2 = j (»I - x) x. T32] 

golglidj tfi bic ©eföwinbigfeit v proportional ber Drbinate y eine« ÄreifeS 
über bem Dur^mcffer 2\, wäfcrenb x ein (Segment biefeS DurdjmcfferS ift. 

Das gWajimum oon v tritt ein für x = 1, wie es dilti) fein mu§, weit 
an biefer ©teile bie Äraft F, treibe bem ©ewidjte Q gerabe entgegen wirft, 
biefem gleid) ift, unb folglid) ein nodj weitere« SBacbfen biefer Äraft bie Ve* 
wegnng zwingen müfcte langfamer ju werben. 3eneS SWajimum ber ©e* 

fcbwinbtgfctt tfl V = Vgl, alfo gfeitf; ber gaffgeftbwrnbigfeit für bie 
Weil (145). . 

S)aS (Sinfen beS Körper« M unb bie Verlängerung beS (Stabes bört 
auf, wenn v null wirb, was bei x = 2l ftattflnbet; bann ifl F = 2Q, fo 
bafj alfo an biefer äu&erficn (Stelle bic Verlängerung unb bie «Spannung 
boppclt fo gro§ flnb al« wenn ber (Stab ben ruljenben Äörpcr M ju 
tragen gehabt r>ättc. 

178. Von bem Slugenblitfc an, wo ber (Stab bie Verlängerung 2l ab- 
genommen fcat, fteigt ber Äörper M wieber empor. Die gortnel [32] bleibt 
brau^bar, weil für jeben negarioen Kaum dx bie Arbeit aud) jefct nodj 
burd> (Q — F) dx ausgebrüht ifl. (Somit burtfcläuft ber Körper M im Huf* 
fteigen bie nämlid)en $uncte feines frühem SBegeS mit ben nämlidjen 
@efd)winbigfriten, aber in entgegengefefctem (Sinne; hierauf beginnt er oon 
neuem ^erabjuftnfen; u. f. f. 2Ran fragt nun na<r; ber Dauer einer folgen 
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Ovulation; uub biefe Aufgabe läfjt fia) leicht ohne £iUfe ber Integral- 
rechnung löfen. 

(Sefct man in [32] v = — unb Vül — x) x = y , 

fo folgt dt = • 7. C33J 

<£$ fei (Big. 16) AO = 1, AM = x, MN = y, MM' = dx, NN' = ds. 
£te ähnlichen rechrroinfeligen Dreiecfe MON, NPN' geben 

NP NN' dx ds 

MN" ON' ™ w y ~ T' 

unb au« bei ©leichung f33J wirb 

• -vi ■ ?■ 

worauf folgt 

v g 1 ' 

inbem man AN = s fefrt, unb unter t bie 3eit »erfleht roahrcub welcher ber 
(Snbpunct be$ <5tab$ oon A nach M fommt. 0Ritt)in wachft bie 3eit t pro* 
portional mit bem $ogen ANj unb ein beweglicher $unct, welker ben 
Umfang ANB in ber 3(rt burchlaufen würbe bafc feine ^rojection auf bie 
©erticale AB jictä mit bem Stanbpunete be$ Äfirperä M gufammenflefc, 
hatte aifo auf tiefem Umfange eine gleichförmige Bewegung. 

Um bie 3eit be* £erab(infcn$ oou A nach B ju erhalten, fyat man 



s = «1 ( = bem £albfreife ANB ) ju fejjen , woburch fiel) n 

v: - ergibt. 

& 

2)iejj iji bie £>auer einer einfachen DScillation »ou A nach B ober 0011 B 
nach A. 23e$eichnet mau alfo biefe $)auer burch T, fo hat man bie gormel 

j 

T = «VJ. # ) I34J 



•) 3u benfel&eu ftefuftaten gelangt mau burd) 3ntea,ralred>nnna, f iiibem mau in [3?| 
dx 

j für v fubfHtutrt unb bann ben 9(u$brucf für dt »cu x = 0 an inteanrt; man 
tr^lt utSm(id) 



dt = X/l . __ÜL^_ 
▼ 8 \/\* — (1 — x) 5 ' 

unb {m. 282, 251) 

t = \/l arc (co. = 
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179. »eifotel: E = 2.10'°; L = 10-; A = 0""\0025; Q = 10000 k *; 
affo = 4 . 10 6 ; ba« ©ewid)t auf ben Duabratmillimeter ift bann A*. 

2Kan ftnbet 1 = EÄ = °"' 002, 

ÜRajimum ber ©eföwinbigfeit: 

v = VgT= 0»,140. 
Sauer einer £)oppeMD$ciüation (()in unb jurücf) : 

2T = fi,283VÖÖÖ0204 = 0",09. 
Wnja&l ber DoppeMDflcillationen in ber 8ecunbe: 

— = 111 
2T 11,X ' 

180. &miU Unter fuefmng. — ÜRan nimmt an, ber Äörper M fcabe 
in bem Wugenblüfe voo ber (Stab ftd) ju verlängern beginnt, eine Anfanget 
gefd>winbigfeit v„; im Uebrtgen bleiben bie Angaben biefelben wie in ber 
oorfyerge&enben Unterfudning. 

23elafjt man ben Sudjfrabeu bie uamlicben SBebeutungen n>eld)e fte in 
ber oorigen (Sntwicfelung Ratten , fo gibt ber 2e^rfa|j »out (Effect ber 
Arbeit Qlx. 168) 

ober y« — v 0 * = | (2lx — x*). [35J 

hieraus fölte&t man , wie in ber erfreu llnterfudmng , ba§ ba$ 2Rar> 
mum Pon v bei x = 1 unb F = Q eintritt. j)iefe$ 2Ra$imum, meines wir 
burcty V bekämen, ift gegeben bur$ bie gormel 

V* = v 0 * + gl. 

$a$ ÜKaiimum X ber Verlängerung x entfprtdjt ber ©efcbwinbtg* 
feit v = 0. 2Wan bot bafjer, wenn mau in [35] v = 0 fefct: 

tv ^ 

X*-2lX = ^, 

unb hieraus 



x=.(i + Vi + V £). 



Xic entfpre#enbe Spannung bcö <Stabe3 tfl nacty [30] 
EAX 



ober 



f *t Q ( 1 + vrrf).. 
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181. SBeifoiel. — d« gelten biefelben Stilgaben wie in 9ir. 179. 
Stufjerbem fei v 0 = 0 M ,20, entfpre$enb (145) ber galtyö^e 

h = — = 0»,00204. 
2g 

SDic Sänge 1 bleibt wie in Wr. 179, nämlicb 0-,002. 
ÜHajimum bcr ©efctywinbigf eit : 

V = V0,04 + 0,019617 = 0,244. 

2Rajimum bcr Verlängerung: 

X = 1 (1 -f Vi -f- 2,04) = 0,00548. 

ÜJtojiraum ber Spannung : 

« 

^ = 2,74 . 4 . 10 6 . A = 10,96 . 10* . A, 

wa$ für ben Duabratmiüimetcr 10^,96 gibt; fo bafi unter biefen Umfranben 
gcwijfe Gifenforten in ©cfafn* fommcn, eine taberuug tyrer ßlafiicüatä- 
oerbältniffe $u erfahren. 

182. 93on bem 9lugenbli<fe au, wo bie Verlängerung ibr ORarunum 
erreicht f>at,. fleigt ber Äörper M wieber auf; bie ©leicfyung [35] behält tyre 
Slnwenbbarfett, weit für jeben negativen {Raum dx bie Arbeit ber Äräfte 
burcb (Q — F) dx auSgebrücft bleibt. £>er Äorper M nimmt alfo für bie 
nämlichen Sßcrtbe Den x bie oorigen ©efctywmbigfeiten oon neuem an, bca) 
in entgegengefefctem Sinne, (Sr beftfct bafyer bie auffteigenbe ©efdjwinbigfeit 
? 0 in bem Slugenblicfe wo ber Stab in feinen natürlichen ßufianb jurücfge* 
fommen ijt. 9lu$ tiefer Sage würbe bcr Äörper , wenn er ofme Reibung 

lang$ beö Stabes fortgteiten fönnte, fid) bis auf bie ju v 0 gehörige £öhe — 

ergeben, unb bann $urücffatlen. 3ft et bagegen am (Snbe be$ Stabeä be- 
fejli'gt, unb fann teuerer fid; nicht biegen, fo mu§ bcr «Stab fta) gufammen* 
Sieben, wobei er auf ben Körper einen SDrucf oon oben nach unten übt, bejfen 

EAx' 

3ntenfität immer noch burch bie formet F = — — auögefprochen wirb, in 

welker x' bie Jöerminberung ber Stablänge bebeutet. $>te dtnwirfung be$ 
Stabes auf ben ÄÖrper iji batyer, nach 3"tenfität unb Sinn, für alle mög- 
lichen Sagen burch bie Formel [30] gegeben; nur hat man ba$ 3 c i^en 
oon x $u änbern wenn ber Körper M ftd; oberhalb feiner anfänglichen Sage 
befinbet. 4 2luch pa§t bann bie gormel [35] auf alle pojitioen unb negatioeu 
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ffiertfje t>on x; unb wenn man in tyx y — 0 fefct, gibt fie bie beiben äufjer- 
jlen SBcrt^c t>on x, ben einen pofltio, ben anbern negatto, nämK$ 



i±V 



»owu8 folgt, t>a§ Me SBeite ket DScitlatumen 2"V P + '-^ betragt. 

Der ©lei^ung [35] lä&t ffcr; eine einfahre gorm geben. 6« fei A 
(giß. 17) ber Urfprung ber x; AO = 1; OB = OB' =\/V+ ^ = r, 

fo ba§ B unb B' bie ©renken für ben 2öeg be$ beweglichen *puncte$ finb. 
©efct man AM = x unb OM = z , fo fann man bie ©leictyung [34] fo 
tranöformiren bafc in \i)t z ate bie 93eranberltdje auftritt. ÜRan f?at nämlidj 

X =r 1 — Z , 2l — X == 1 ~f" Z, 

atfo 

ober, inbem man für 1« feinen auö ber obigen Definition oon r entnommenen 



2Bertb r« - ^ fefct: 



▼* =* f (r* — £*). 



Die ©efctyroinbigfeit v ifi batyer n>icber ber Drbinate eine« Greife« pro- 
portional, ber aber jefct über BB' ober 2r befdprieben wirb; fte ifl nämlich 
»orgefiettt burfy bicfe Drbinate MN ober y, multiplicirt mit bem ßoefficiem 

ten\/|-- ^ierauö (d?tte§t man, wie in 9ir. 178, ba§ bie 3eit, innerhalb 

roel^er ber ßörper M irgenb eine (Stretfe MM' bur^Iaufen hat, bem »Äu«- 
arc NN'\ /~\ 

brutfe — - — V ~ numerifch gleich ifl ; unb bafj bie Dauer einer einfachen 
Deflation, hin ober $urücf, wieber burd; a 

VI 

au$gebrücfr, mithin oon ber 

9fafang$gef<hwinbigfeit v 0 unabhängig ift 

188. Sittnetfwtg. — Die auf ben &5rper M wtrfenbe ßraft Q muß 
nicht nothwenbig mit bem ©ewichte biefeS ÄflrperS jnfammenfaflen , weld;e$ 
mir &u befferer Unterf^eibung jefct bur<h P bezeichnen wollen. (ÜRan fann 
fity 33, »orftettcn, bie confiantc Äraft Q rocrbe burch ein ©a$ erzeugt, 
welche« auf bie eine gleiche eine« am beweglichen Gnbe be$ ®tabe« ange* 
brauten tfolbeu« oom ©ewichte P einen coufianten Drucf ausübt.) 3n bicfent 
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gaHc ifi, »enn man bie ÜRaffe beä Stabe« burcfyweg berna^la&igt, bic 
©lei<$ung be$ 9(rbeit$ * (Sffed« bie nämliche wie früher, nur bafj auf tyrer 

linfen Seite bie 2Raffe be« flörperö M bur<f> - flatt bnr# — auSjubrütfen 

ifi. SRan £at ba$er 

< 

EA 0 
ober, »enn man — bur# ben 9lu«brutf y erfefct, in weitem l immer 

nodj bie ©crlcingcruNg angibt bie ber Stab im 3»fanbe ber töm)e unter 
bem GHnflnffc r>cn Q erlangt fcatte : 



V - v 0 » = f • (2k - 



Die golgerungen au* biefer ®l«#ung flnb biefelben »ie oben, inbem 
man blo« in ber frühem gönnet g mit g . jjj gu »er tauften f>at. 

184. dritte Untetfttcfrttitg. - (Ein Stab erleibet in 3luf>e 

einen Drucf Q, ber ityn um bie ©röjje 1 = t>erfur$t $at. 

Diefer Drutf wirb )f>lö$[iä) bur# eine ßugfraft Q abgetöft, 
t>on berfelben 3ntenfitdt »te ber vorausgegangene Drucf. 
2Ran fragt lieber na# bem Se»eguug8gefefce be«Äörper« M 
»om ©e»i#te P, melier am (gnbe be« Stabe« befefligt ift, 
beffen «Waffe oernadjl ä&igt »erben f o 11. 

2Sir ga^len immer bie x im Sinne ber öettangerung, oon bem $uncte 
au«, ben ba« be»egti$e ßnbe be« Stab« einnimmt wenn bie Spannung 
nM ifi. Die ©letyung bc« Arbeit«- Effect« gibt 



2g 

Da« integral mufj mit x =* — 1 anfangen , »eil an biefer Stelle bie @e* 
f#»inbigfeit t null ifi, SBirb btefe« beftimmte integral au«gere$net 270), 

unb banny für ^ getrieben, fo ftnbet 



Y * = iL . 3. (21x - x> + 31*)- 



«tlanfler , • «We^anif. l 
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Die bette» ©renken be$ oom fßunetc M biirdilaufenen 2Beg$ werben burdj 
biejentgen SBertbe oon x benimmt für weld>e bie ©efdjwiubigfeit null ift, 
ltamlid) x' = — l imb x" = 3l. 

Die grö&tc iterlatigevung beä etabcö ift alfo baö Dreifache oon ber 
Verlängerung welche ber 23e(afhtug Q tut 3ufianbe ber (Stabilität entfpre* 
d>en würbe.*) 

4 

185. Die bisher beantworteten graben finb al« befonbere %&üe in 
folgenber Slufgabc enthalten: 

<£in materieller $unet Don ber «Waffe m bewegt fid> auf 
ber ©craben Ali ($ig. 18) in golge einer % itfangägefdjwin* 
btgfeit v 0 , weld;e er.befafj alö er burd) ben *jß unet M 0 ging; 
überbiefj wirft eine Alraft F auf i&n ein, bie gegen ben 
^uuet 0 ber ©craben treibt, unb weldje fta; proportional 
mit ber Difianj bc$ 23ewcgltd>en oon biefem Üßuncte 0 änbert. 
3ttan oerlaugt baö ©efefc biefer Bewegung. 

3n irgenb einem ftugenbltcf t>abe ber materielle tymxct bie Sage Mj bie 
Dtftan$ OM fei x. Die abfolute Sntenfttdt ber ßraft F in jenem 9lngenbli<fe iftfx, 
wenn f bie ber Dijtau^ßinljeit cntfpreapenbe ^ntettfitat bejctd)net. SBäljrenbbic 
etreefe dx = MM' bnrdjlaufcn wirb, erjengt bie Äraft F bie Arbeit — fxdx, 
gleicfcoicl ob ber bewegte <pnnet auf bet pofUioen Seite OB ber 9l|e 
ber x ober auf bereit negatioer Seite OA liege, unb ob bie Bewegung ben 
Sinn oon A nad) B ober oon B nact; A tyabe. ÜRan überzeugt fid; leietyt, 
bag biefer Sluöbrutf für bie elementare Arbeit ber ßraft F in jebem ber 
oier möglichen gällc ria)tig bleibt, inbem bie Difranj x negatio ift wenn 
ber bewegliche $unct linfS oom Urfprung 0 liegt, ba$ Differential dx aber 
negatio wirb wenn bie ©ewegung oon B nad? A erfolgt. 



*) £icfc$ 9tefultat ftimmt mit bemjenigeu übereilt, ivett^cf dl). Gombeö in feinem 
Söerfc über bie 9t neben tun g ber ©rubcu (Traite de l'Exploitatioa des Miaes, 
t. I, p. 504) gibt. 6r fügt bort folgenbe SJerradjtung bei: 

„2(n out eonjiruirteu 3Rafd)inen wed)feln bie ben (Snbpuuct einer Stange angrel* 
„fenben Ärafte allerbing» nidjt vlofclid) ihre SKiditung unter '-Beibehaltung itjrer 
„3utenfität, wie wir angenommen haben. SBeun aber audj, ftatt jäher ltmänbe- 
„rungen biefer 9iid)tuutj, ftufenweife Uebergange ftattftnten, ergeben jid) bod) baraud 
»in ber ÜänamertfrecfuHg ber Stangen, welche abwedjfelnb gcbeljnt ober jufammeu--. 
„gebrüeft werben, Sibratbuöbeweguugeu, bie für bie Stangen weit angreifenber jtnb, 
„afö eine anbanerube $e(afhmg fein würbe. £tcjj ift burd) (Erfahrung bewiefen, unb 
„ber Gcnftructeur ermangelt nidit, barauf Oiücffidjt ju nehmen, wenn er bie 
„£tnien|lonen foldjer Stangen fejrfteüt; ber Qnerfdjnitt berfelben muß, nad) ben 
„vorausgegangenen $emerfungeu f breimal fo gro« fein atd ber jenige, mit welchem 
„man ausreichen würbe wenn jte auf ftetige SBeife bem »Dtajimnm ihrer »n- 
„ftrentjnng aufgefegt blieben." 
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$>urd) «tnwcnbung bcS 2c(>rfafccS »om Effect ber Arbeit (168) erhalt 
man nun 

5 mv* — i mvo' = — f fxdx = \ f (x„* — x*) , 

unb (Heraus 

ober einfacher v * = -L (x* — x*) 

inbem mau bie (Eonfiantc ^j- + x 0 2 bura) X- auSbrutft. SDie ©efdnoin* 

bigfeit v anbert fl<$, wie man fie&t, proportional mit ber Drbinate ML, 
welche in einem mit bem #atbmeffer OB = X betriebenen Greife ber 
Stbfctflfc x entfpri^t. Diimmt man bic ©efdnoinbigfcit v 0 pofirio an, fo gebt 
atfo ber bewegliche $unet oon M 0 bis B, bann oon B nadj A, hierauf oon 
A mid> B, u. f. f. Sie Söeite AB ber DSciUation ifr 

2X ober 2\/^ -f 

i 

Um bic $ancr einer DScillation gu ermatten, ober aud) bie 3eit iuner* 

balb weld;er ein beliebiges <BtM ber ©trerfe AB burdjlaufen wirb, fcjjt 

(Ix 

man für v feinen 28erty — in bic lejjte ©Ici(t)ung, bringt biefe baburd) in 
bie gorm 

dx 



x 



■i 



unb ftnbct nun, bnr(t) Integration gwifcr)en beu SBerttyen x' unb x" oon x, 

t_ V f Vx« - x» 

= Vf [arc ( 8 in = Q - arc (sin = J) ]. 

Somit wirb bie £iftan$ MN in ber 3eit • burdjlau- 

fen, unb bic $auer T einer cinfad;en DSciUation ober bcS ßaufcs burd; AB 

ifl V 7 • "ö^- leitet; 

tiefer 2Bertl) ift unabhängig oon ber ©efa)winbigfeit v 0 , weldje bloS auf 
bie 28eit,e AB £j n fluö (>at. 
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2) 5BetänberUd)e gerablinifle u«b b>rijontate 53ew»efluii|j eine« Aörver* ber auf ber Ober? 

fläche einer giüfpgfeit fdjwintmt 

186. Sßir flctlcn un« »or, ein »ie ein ©d>iff geflaltetcr Rbxptx, 
»eid)er auf einem ru&igen aBajferftieget fö»immt, erhalte im ©inne feinet 
Sängenbtmcnfton eine ^orijontale £ran«lation«be»egnng , unb »erbe at«bann 
ftd) felbjl nberlaffcn. (£« wirb fpäter gejeigt »erben, ba& jeber ^unet be« 
fcinoimmeiibeu ßörper« ft# fo bewegt wie ein materieller $uncr, beffeu SRajfe ra 
ber JWajfe be« ganzen ßörper« g(cia) wäre, unb weiter no# ber Sin* 
»irfung einer £ori jontalen , bem ©tnne ber 23e»egung entgegengetreten 
ßraft R au«gefefct bliebe. £>iefe Äraft &ei&t ber SSiberjlanb ber 
glüffigfeit. ©inb bie SDimenftoncn be« ©$iffe« fleht im Serr)ältni§ gu 
benen ber glüfjigfett auf »ef#er e« ft# be»egt, fo fann, wie au« SBerfu^en 
r)er»orge(>t, ber SBiberjtanb mit r)intöngtt(r)er 9dinä*(>erung bur# bie formet 

v* 

, R = c/7A — 
2g 

bargefreflt »erben, in »et<$er bic S3uc^fta6en fofgenbe S3ebeutungen tyaben: 
c ijl ein Goefftcient welcher oon ber met)r ober »eniger fölanfen ©ejlatt 
be« &ie(« abt)angt, unb na* SSoffut'« 33eoba$tungen 0,16 fein fotlj 
n begegnet ba« ©e»id)t eine« ßubifmeter« ber gtüfftgfettj A ba« einge* 
getaufte gld^enfiücf be« größten 2)urcr)fd>nirt« quer über ben Äiet; v ijl bie 

(^e|d)»inbigfcit unb mithin ^- bie für biefe ©efer/nunbiflfett. 

2Sirb Obige« vorläufig at« 23orau«fefcung angenommen, fo fragt 
e« ft#, nacr) »eifern ©efefce bie Bewegung »on bcin flugenblicfe an erfolge, 
»o ba« ©dnff, beffen 2Rajfe m ifl unb »el#e« eine ©ef$»inbigfeit v 0 beftyt, 
nur bem SBiberftanbe ber giüfftgfeit überlaffen »irb. 

$ie ©teicr)ung biefer 29e»egung ifl 

dv R dv c/7A 9 

dt ~ m 0Det dt ~ 2mg Y ' 

#icbei ijl anjumerfen, bajj mg, ba« ©e»i#t be« ©<$iffe«, gugtei^ ba« 
©e»icr)t ber oom ru^enben ©duffe »erbräugten gliifflgfeit ijl, »ie foäter 
na$ge»iefen »erben fott. SSegetctynet man ba« löofam biefer glüffigfett mit 
AI, fo ifl if>r ©e»icr)t HAI 9ta# ©ubflitution biefe« 3lu«bru<f« für mg in 
ber oorbergeljenben ©leidmng ergibt biefe 
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Sntegrirt man, oon bcm Slugenblicfc an wo bie ©efcOnnnbigfeit ben 
SEBerty v 0 f>af, biö gu einem ernbern wo fte ben 2Bertty v annimmt, fo fommt 

C VV Y(yJ 

#ierau$ folgt 



v = 



2l 

dx 

SBirb für v fein SBerty -r- eingefefct, bann buref) dt multtyticirt unb 
integrirt, fo ergibt fid) ber burtflaufene (Raum 



x = 2,3026. £ log (^t-fl), 



ober , n>enn man ^ f ur ^ 1 4* 1 fubffttuirt : 

x = 2,3026.- log 

C ° V 

I 

SDiefe formet (jdtte man aud? unmittelbar aus ber erfien ber obigen 
®leid>ungen erhalten fonnen, burd; Integration bcrfelben nad> »orauägegange* 

dx 

ner Subfritution be$ 2Bert$eö — für dt. 

Die oorfre&enben gormein geigen, bafj, wenn bie angenommenen S3or* 
auefefeungen in ftrenger ©enauigfeit gutrafen, bie ©cfcfytoinbigfeit oljne (Snbe 
abnähme; o$ne jemals bie ©renge 9lutt" gu. erretten, unb ba§ bie SDijtong 
x unbegrangt warfen nmrbe. 

@efct mau g. 33. 1 = 20 unb mithin 

^ = ^- - 250 
c - 0,16 ~ 

femer v 0 = 2, fo geben bie goimeln 

250 



v = 



t + 125 

unb x = 575,65 (0,30103 — log v). ^ 

#ierna# beregnet ft$ bie folgenbe Safel, in n>cld)er bie &tittn unb bic 
burtylaufenen töaume »on bcm Slugenblttfe unb ber Sage an gegctylt flnb »o 
bie ©eWtotnbigfeit 2 SWeter betrug, 
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3eit 


3<>* 1 


©cf^winbigfcit v 


9Unm x 




in SNiuuttit. 


in StcuHttn. 


in SKttcrn. 


in Metern. 




1' 

2 
o 
J 


60" 
120 
IbU 


rn 

1,35 
1,02 


98,26 
168,34 

Ann f\f\ 

222,90 




JO 

20 
30 


600 
1200 
1800 


• • , • • • • 
0,345 
0,188 
0,130 


439,34 
591,12 
683,35 




100 
1000 


6000 
60000 


0,041 
0,0041 


971,85 
154.'<,95 



2)a ba$ ®efc|j, t>a§ bcr Sßibcrjhnb bem Ouabrate bcr ®cfdnr>tnbtg-- 
feit proportional fei, nid»t irreng genau ijr, fo werben biefe iRcdmungö- 
refultate burd; öerfn^c nic^t »oHfommcn befiätigt. 

3) Skvticate Bewegung eine« Aln<rr6 in einem »iberfte^enben SDlütei. 

187. SBcrtkttler gaU. — (Sin fp&ärifcbcr Äorpcr falle, in ftolgcbcr 
Schwere, »erticat in bcr 2uft. 2Bir filmen baö ©efefc feiner Bewegung, unter 
ber nidjt »öüig genauen 9lnnal;mc , ba§ ber SSibcrfranb bcr fiuft bem Cuuv 
brate bcr ©efer/rcinbigfeit proportional unb burefy bie gormel 



E = c7IA 2l 

auSgebrütft fei, in welker c ein Goefftcient rfl bejfcn SSBcrtr) für eine 
mäfjigc ©efct»n>inbtgfeit ungefähr 0,60 betragt; n baö ©enndjt eine« Gnbif-- 
metcrS Siuftj A bie ^ladje eine« größten Streife« ber Äuget j v bie ©e-- 
fer/winbigfeit, 

SDic allgemeine ©leittyung bcr Bewegung ifi (roenu m bie 2Raffe ber 
Angel bebeutet) 

dv mg — R 
dt ~~ m 

©ebeutet 77' baö ©enudjt für ben Guoiftnctcr beö Stoffes aus bem bie 
(als tyomogen r>orau$gefe|jte) Äugcl befielt, unb r ben #albmcffer ber äuget, 
fo f;at man 

4 ArTI' 

m — - 



3 g 
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£ie vorige ©Innung gc^t bann üoer i» 

dv 3c77 2 

dt~ ~ g 8r77' v 

< 

dv v 2 

ofcer _ =g _--, 

8r/7' 

wenn man bnrd) K eine fcänge = uejeidwet. 
»n« biefer ©tcid;ung ergiot ftd; 

= Kd v _ s üv dv . Vk" 

1 ~ gK - v* ^ IVgK -I- v + VgK - v ) 2Vl 

unb nad; Integration, oon v = v 0 (»InfaugSgefdjwiubigfeü) an: 

• - »r vs ( * ^ - * 

Stimmt man an, bie »nfangögefrf;winbigfett v 0 fei null, fo rebucirt ft$ 
bie gormel auf 

t = 2,3026 V K_ log V|_±_, 

3(u$ biefer ©leiefyung erfte^t man, ba§ %dt unb (SkfdjwinbigfcU gleid;-- 
jeitig warfen; niemals aber fann bie Gkfcfowiubigfeit ben 28crt(; VgK 
erretten, unb noa) »ict weniger if)n übertreffen, ba t für v = VgK unenb* 
W Sto9 wirb. 

dv v 2 « - 

SBoflte man in ber ©leidmng ^- = g — g-, ben 2Bertf> v = VgK 

gulaffen, fo fämc ^ = Oj b. \>. bie ©efctywinbigfeit VgK, einmal erlangt, 

würbe ft$ gleichförmig erhalten fo lange bor Körper in ber ßuft nod) fiele. 

9luf bie allgemeine Aufgabe jurütffommcnb, fudjen wir ben burd;laufencn 
töaum x als Function uon v aiu^nbrürfcn , unb climinircn ju biefem (£ubc 
dt au« ben beiben ©leidjungen 

dv v 2 . dx 

S = g- K »nb v = - 



ORan finbet 

2vdv 

gK - Y 



dx = ; K ? 
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unb bur# 3ntcgration 

i = ?' 3 |26 K |- log ( gK - V) - log (gK _*•)]. 

Um aber beim ®cbrau$e tiefer gormein föefultate oon einiger ©enauig- 
feit su erlangen, bat man ju berücfftdjtigen , ba§ ber Goefftctcnt c, treuer im 
«Kenner oon K oorfommt, nidjt oöüig conftant ifl. 2Bir gießen an« $oncc-- 
tet'« Introduction ä la Meeanique industrielle (p. 618) bie folgcnbe Xafcl 
au«, n>e% auf ben 93erfu<f>cn oon 9to bin« unb £ut ton beruht. 



V = 1» 


3» 


5» 


10" 


2ö m 


50« 


100» 


200» 


300» 


400» 


500™ 


c = 0,59 


0,61 


0,63 


0,G5 


0,67 


0,69 


0,71 


0,77 


0,88 


0,99 


1,04 



SKan wirb batyer in ben »orau«gegangenen gormeto ber ©efötoinbig* 
feit v, oon ber ^nfangögefdjtoinbigfeit v 0 an, wadtfenbc Sßertye beifegen, unb 
für jebe« ^nteroatt jtoif^en %m\ auf einanberfolgenben ©efdjroinbigfeiten 
einen SEBcrt^ »on c au« ber lafet entnehmen. 2(uf biefe 91rt erhalt man 
für biefe« Snteroafl bie (Sonftante K, beren man ft$ nun bebienen fann um 
mittel« ber gormein bie 3eit t unb ben Kaum x beregnen , wef#e bem 
nämlictyen ^nteroatt groifcfyen gn>ei befannten ©ef$n>inbigfeiten entfprectyen. 
<5o ffi&rt man fort, bi« bie <©umme au« ben Unterabteilungen ber 3eiten 
ober ber 9faume eine gegebene ßeit ober einen gegebenen Kaum überfieigt. 
föine letzte Interpolation liefert bann mit fcinreic&euber Slnnctyerung bie 
3eit in n>el<t>er ein befannter Kaum jurütf gelegt n>irb, ober ben in einer 
gegebenen 3eit bur^laufenen Kaum. 

188. Sfofftcigung* — (Sin fp&äriföer Äörper n>erbe oertical empor* 
geworfen, mit einer $lnfang«gefd>tt>inbigfeit v 0 . 3ä£ten nur bie pofttioen x 
unb bie ©efefcunnbigfeit »on unten nad; oben, fo ift bie ©runbglei^ung 
ber Bewegung 



dv — mg — R 
dt ra 



dv v« 
ober - = _g__, 



inbem man bie oorigen 23e$ei<bnungen beibehält. 2Kan flnbet fcierau« 

dv 



dt = - V- • VgK 
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unb butd) Sntegration 297) *) ' . 

<=V![-(*=^--(*=vTk)]-' 



v 0 



£>iefe gönnet *>ereinfad?t fic&, wenn man y= = tg« unb y|g= l 8 & 
alfo t = \/I (« - 0) fefct. 9lun tfl 58) 

g ^ PJ ~l+tg«tg/9 gK — v 0 v * 

n>orau$ folgt • 

1 _ r VgK(v 0 - v)-| 

©cfct man in biefer gorrael v = 0, fo er^att man für t bic SDaucr 
be$ 2luffieia,en$ j nad) Ablauf bcrfelben fallt ber Körper jurütf, unb bic 
gotmel »crliert i&re 93rau$barfeit, »eil ber SSiberfianb R bic föidjtuna, 
umroedtfelt. 



*) l z Differential be$ Sogen« jur Xangente x ifr, lagt ftd> htrrf) 

* "i~ x 

geometrifdje ßonfiruction auf foigenbe SBcife jeigen. da fei (ftig. 16>» ) AM = x 
unb MM' = dx. (Srridjtet man auf AM bic 6enfted)te AO = 1, fo iji OM* = 1 + x s 
unb foiglid) 

dx MM' 

1 -f x a ~~ OM'-' 

9lu$ bem SDWtefounrte 0 pefdjreibe man bie Sölden ABB', MN. SDaä unenblid) 
flehte 2>reiccf MNM' ifi bem fcreieef OAM äfjniid), unb bie$ögen BB', MN Dermal* 
ten jtd) wie i^te .fcalbmeffer. 2Jlan tyat bafjer 

MM' _ MN ^ OA BB' 

OM — OA Ö~M MN ' 

woraus man butd) 2Mtü>lication (unb wegen OA=l) erfdjliejjt: 

MM' 



OM' 



= BB'. 



Run ifi x = OA . tg AOB; ber SBinfel AOB wirb burd) *™ * B auSgebrücft 

\JA. 

28); baaber ixt $albmeffer OA biefcinljcit ifr, fo &at man x = tg(arcAB) 
ober AB = arc (tg = x). Da# Differential be« Sogen« AB , weld)e« bem 3u- 
wacr/fe dx »on x entnmd)t, ifr BB'; folglid) 

dx 

x a = d arc = x >' 
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Um ben auffieigenb burdtfaufenen föaum x ata Function ber ©ef(fymn-- 
bigfeit v 51t ermatten, eliminirt man dt au$ bcn ©teic&ungen 

dv v 2 k dx 

dT = - g -K w,t> T= dT ; 

man finbet 

imb burdj Integration 

x = ?A026 K |- bg (gR { _ v) _ log (gK + yt) j 

2Sirb in biefer gormet v = 0 gefegt, fo ergibt für; bie #ö&e ber ganjen 
<uifl ber ©efcfyttJinbigfeit v 0 folgcnben Sluffieigung. 

SBetfyiet. — ©ine tfugel front ^atbrneffer O-^tö, au« einer #oI$art 
oon »eldjer ber Äubifmeter 800 Äilogr. wiegt, ifi mit einer ©efd;nunbigfeit 
von 10 SRetcr aufgeworfen. SDaö ©en>id;t eine« ßubifmcterö ßuft oon 10C U 
betragt i**,25. Wmmt man c = 0,60, fo £at man &ier 

8 . 0, 015 . 800 
K = 3 . 0,6 . 1,25 = 42 ' 67 ' 

2^26 K = 49,12; gK = 418,5. 

5>ic ®teigl^e ifi ba^er 

49,12 (log 518,5 — log 418,5) = 4,57, 

wetyrenb fie im teeren {Raum 5,10 fein würbe. 

£>ie Dauer T ber ganzen (Erhebung ergibt fler), wenn man in bem 
früfjern $u$brutf , ber oben für bie $t\t t gefunben würbe, v = 0 fefct ; 
namlid} 

T =i ViR - arc [ ts = v%]' 

3n unferem 23ci|>ielc ifi log VgK= 1,310848; VgK = 20,457; 
log tg= 0,689152 — 1; ber juge()örige 2Binfet betragt 26°3',03 unb mu§ 
tytt burd? baö 23erf)äitni& bcö Vogens jum £albmeffcr auögebrücft werben, 

alfo (©8. 28) buret. 26/ ^ ™ = 0,455. «Rityin i\t 

\ T = 2Q - 45 9 7 31 0 - 455 ~ 0,949, 

10" 

wal>renb ba* Aufzeigen im teeren fflaumc — ober 1",0195 gebauert 
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ijotte. $cr guftroibcifranb übt alfo gro&ern <Sinflu& auf bie £öf>e ber *luf* 
frcigung alö auf tyrc Stauer. 

4) Seifpiet einer flerabfinigen alternativen Bewertung. 

189. (Sin Äörpcr, beu wir in ©ebanfen auf einen materiellen *ßunft 
rebuciren, habe auf einer gcraben 2inie eine abn>ed>fclnb hin- unb ^erge^enbe 
33crocgung, ältlich ber bc$ Äolbcuö einer 2)ampfmafd;inc. Um eine bcfrtmmtc 
Slnffbaunng ,511 (;abeu , neunten wir jene ©crabe ^ort^ontal an. (Sö jei 
A i (Biö- 19) ber tonn, beu ber Äörpcr abrccd)felnb in bem einen ober 
beut aubern ©innc burtfylauft. 3 ut Öermittclung biefer 2Öed>felben>egung ifi 
eine nmlaufcnbc 23cflc oorljanben, beren 9lre bie föidituug ber ©erabeu 
Aj A 2 in einem Sßunctc C it)rer äkrlängcrttug fcnfrcdjt fd;ucibct ; ein Slufajj-- 
friicf Cß ber SBette, bie Kurbel, wirb von biefer bei tyrer iHotationö&cwc* 
gung mit herumgeführt-, am (Snbc B ber Jtnrbel befindet ftef) ein abgernubeter 
3ayfeu (btc 2Bar*e) beffen2lre parallel jur 2ljc C ifr, unb weicheren beut 
einen (Snbe ber fienf flau gc BM umfafct wirb, wä^reub bafl anbere (Snbe M 
biefer lejjtern burd) ein ©elenf mit einer jweiten ©tauge MA jufammen- 
hangt, roeld?e, jvrifeben Rührungen gleitenb, fid) nur lang« ber ®erabcn 0A a 
belegen fann. 2ln biefer ^weiten ©tauge ifl nun in A ber Äörper befeftigt, 
bcjfcn ^Bewegung wir betrauten wollen. (v$ i(i f(ar, baft bie äBeite bcö ßauftf 
A t A 2 bem SDurdmtcffer B t B 2 bcS Ärcifeö gleid; ift, beu baä (Scntrum B 
be« ßnrbelgelenfs betreibt. 

190. SDie löewegung be« in Olebe fte^enbeu ÄörperS ifl bie nämlia/c 
wie bie befi ißuncreS M. (f* fei 

x bie oeranberlidje £>ifian$ CM; 
r ber 2t rin CB ber Äurbcl; 
1 bie Sange BM ber genfjtange; 

a ber t>cranbcrlici)e SBinfel BjCB beö ßurbclarmö mit ber .§>ori$on-- 
tafen CB £ ; 

unb unfere nadele Aufgabe foll nun fein, baö ©efe^ für bic Bewegung bcö 
^unctcS M auöjubriiffcn , iubetn wir bie Bewegung ber Äurbct alö gegeben 
oorauäfefccu. 

SDaö SDreietf CBM liefert jwtfchen beu betben &cränberlt#cn x unb « 
bie ^Relation 

V = r' 2 -f x* + 2rx cos a. [36] 

93ctracbtet mau x unb « alö Functionen ber 3eit t, fo finbet man 
burdj Differentiation 

dx dx . da 

0 = , ¥ + rcos«. ¥ _ resl „ a .-, 
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ober, wenn bie ©efctywinbigfeit T bce* *puncte$ M burcty v, bie Sßinfel* 

cit 

geföwinbigfeit ^ bcr tfurbel bur# « bezeichnet wirb: 

xv -|- rv cos tt — rxoi sin a = 0. [37] 

Differentiirt man oon Beuern btefe ©lcid)ung, in »eitler im Slllgemeinen 
v unb a> cbenfowohl Functionen »on t finb tote x unb a, fo erhalt man 

i 

dx . dv , dv . da 

Y dt +X d^ + rC0Sa 'dt " FV 8ma * dt 

dx da . da> _ 

— rw sin a . rxw cos « . — — rx sin a . — = 0, 

dt dt dt 

i 

ober, wenn man wieber ^ burch v unb ~ burty w erfe^t : 

v* -\~ x ^ -{- r cos o . ^ — 2rvw sin « 

— rxw 1 cos a — r x sin a ^ — 0. [38J 

dt 

Da bie ^Bewegung ber Äurbel gegeben ift, unb man mithin ihre 
SBinfelgefchwinbigfeit a> unb t^rc SBinfelbefchleunigung ^ für einen belie- 
bigen 2Berth oon « ober oon t fennt, fo laffen ftd) mittel« ber brei oor* 
hergegangenen ©leichungen [36], [37], [38] für jebe Stellung ber Äurbel 

dv 

bie entfprechenben SBert^e oonx,vunb — finben. 

191. 3ur Vereinfachung betrauten wir ben gatt wo bie Sßinfel* 
gefdjwinbigfeit w conflant unb überbtefc bie gange 1 bcr ßenffxange im 95er* 
gleich 8 UW Äurbelarm r fer>r groß ift. 3n biefem gatte unterfc^eibet ftc^ bie 
gange I ober BM fehr wenig oon ihrer ^rojecrion MP, fo ba§ na^eju 

1 = x -f- r cos a. [39] 

Durch Differentiation (in berfelben 5trt wie oben) erhält man 

dx da 
0 = ^ — r sin a . — ober v = ra> sin a, [40] 

■ 

unb bann ^ =rw cos «~ ober ~ = rtü * c <>s a. *) [41] 
dt dt dt 

•) 95ergl. Me 3We ju 9lr*. 16. 
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192. (SS fragt fi<h nun, welche Gräfte nötyta, finb, um bie ©ewegung 
gu erzeugen beten ®efefc wir eben abgebanbelt haben. 30 ir wollen anneh* 
wen, e« wirfe auf ben am ßnbpuncte A ber ©tauge MA angebraten Äör* 
per im ©inne feiner Bewegung eine befannte ßraft F, oon conflanter $n* 
tenfitat unb unabhängig »on bem <£influfie ber ©tauge. («Kau fann fich 
g. 18. benfen, biefe ßtaft F »erbe burch £>ampf ausgeübt, ber auf bie eiue 
giäcfje eine« ÄolbenS in ber ganjen (Srfirecfung feine« Sauf« wirft, bann auf 
bie anbete gläche, unb fo abwechfelnb fort, immer im ©inne ber Bewegung). 
SDiefe Äraft ift alfo pofitto wäbrenb ber Bewegung oon A t nach A 2 , unb 
negatio währenb beö OiücfwegS »on A 2 nach A t . 9(ufjcr ber Äraft F nimmt 
aber ber betrachtete Körper noch »on ber ©tauge MA eine Äraft T auf, 
welche pofttio ober negatio, öl« ^reffung ober ©pannung, wirft, unb um 
beren SSejrimmung ftch'S h*« hanbett. 

SBährenb be$ gaufeS oon A 4 nach A * wir, wenn m bie 2RafTe 
be« beweglichen bezeichnet : 

dv 

ober, wenn wir un« auf ben befonbern gatt ber oorhergehenben Plummer 

dv 

befchränfen unb für bie JBefchleunigung it)ren Söerth au3 [41] fefcen : 

T = mrw* cos a — F. 

$)ie äu&erften SBerthe oon T treten an ben beiben ^ubpuneten be« 
ßaufeS ein, unb finb 

in A t , too cos a = 1: T A = mrw* — Fj 

in A 2) wo cos a = — 1 : T 2 = — (umu 2 -j- F). 

T 4 fann ^reffung ober ©pannung fein, jenaebbem rarw* größer ober 
Keiner al8 F iji; T 2 ift bei unferer SSorauöfefcung über bie 9flid;tung ber 
ßtaft F iinmet eine ©pannung; bet Uiitetfdueb T f — T 2 ifl ftetö 2mrco« 

193. SDie nämlichen gotmeln (äffen fich burch Slenberung beä 23or-- 
geichenö oon F auch für ben gatt anwenben bajj bie tftaft F ber Bewegung 
entgegen wirft, wie eine Reibung. 

$tefe töefultate finb oon «Rufeen für bie JBeflimmung ber Dimenflonen, 
welche man ber ©tange MA unb ber genfftonge $u geben hat, bamit fie 
ben ihnen gugemutheten «nfrrengungen gewadtfen finb. 

5) ©erablinige ^«»eguitfl jroeler Ä&rper vottyt burcf> »edtfelfeitifle ßinwirfung 

untereinander verbunden ftnb. 

194. Öon $wei Körpern, beren SWaffeu m, m' finb unb welche fleh auf 
einet butch ihre ©<h»erpimcte gehenben ©eraben bewegen , nehmen wir an, 
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bafj flc eine wed&fctfeitige ^innnrfun^ f auf einanber übe« , unb ba§ man 
biefc SBirfung f als Function tyrer 5Diüa»5^enbcTung feunt. 3)er Körper m 
nimmt nämlidj in jebem beliehen Slugenbliffe Dom Körper m' eine anjicf-enbe 
ober abfiof)enbe ßraft f auf, unb äu&ert in bemfelbeu Slugenblitfe gegen ben 
Körper m' eine anbete ßraft f, meldje ber crfiern gleidj aber entgegengefefct, 
unb atfo, wie biefc, anjietycnb ober abfto&enb ift. SDfan »erlangt nun ba* 
©efefc für bie retatioc Bewegung beiber Körper, wenn man biefe wie $wei 
materiefle ^unete betrachtet, unb für ir>rc abfoluten Bewegungen. 

2Bir werben biefe Aufgaben juerfl ganj allgemein beljaubeln, unb nad)* 
tyer als Beifpicl $m kugeln nehmen welche burd? einen ooHforninen eiafti* 
föen gaben oerbunben ftub. 

<£$ bezeichne L bie Difranj in welker bie SBecbfelwirfung beiber Äörper 
einen als befannt angenommenen SBcrtl* l>ar. ©el;t biefc £>iftan$ in L -f- x 
über, fo ifl bie SBectyfcIwirfung ber SWrper eine Function Oon x, bie wir 
mit / |x{ bejeidwen woflen. 

gür beu Slugcnblicf, in welkem bie SDijrauj ben fBcxÜ) L -}- x erlangt 
f>at, feien v unb v' bie ©efdjwinbigfeiten beiber ftörper; v' — v tjr if>re 
relatioc ©efdnotnbigfeit , wetd;c u l;cijjcn möge*, alfo 



£icfe relatioe ©efrfywinbigfeit tyaugt Moä ab oon ber ?lenberung ber 
2>i|tan$ L -f x in ber faxt dt- man I;at 



Betrautet man bie Bewegung eines jeben ßörperS einzeln, unb benft 
man ftci> bie Ätaft / {x{ anjit^enb , fo [;at man bie 93efd;(enuiguugen 




2)urd> bie oicr OWationen [42], [43], [44], [45] jwiföen beu fünf 
Beränberlidjcu v, v', u, x, t ifi bie oorgelegtc Aufgabe in GHeid-ungcn 
gebraut. 

dv dv du 

195. 9(uS ber ©iei^ung [42] folgt — ~ = ^, unb nad> 6ub- 
ftitiitton ber SBcrt^e [44], [45]: 



u. 



[42] 



dx 



[43] 
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SDurcb Elimination von dt au« biefer ©leidmng unb ber ©leidwng [43J 
fcmmt 

3ntegrirt man unb bejeicfynet bwrcb u 0 bic relative ©eföwtnbigfeit für ben 
SlugenMicf wo x = x 0 ijt, fo ergibt flct> 

U*— % )--(.l + h)J m n 'M*. 1461 

Angenommen, e$ laffe jt# ba$ ^nteflrat unter allgemeiner gönn er- 
matten. 2Ran ftabet bann an« ber ©leidwng [40] u als Function von x; 
e« fei 

n = / t |xj. [47J 



#ierau« folgt, wegen [43]: 

dx 



dt = 



- 

«* ,= /A- r48] 



£icfe ütfeid;uugen [47] unb [48] enthalten baä »erlangte ©c|cjj ber 
relativen ^Bewegung beiber Körper. 

196. Um bic abfolute Bewegung jebeS ßörperö jn beftimmen, bat man 
in ben <SHei$ungen [44] unb [45J ben obigen tiirct) x unb dx auägebrücfton 
SBertt) von dt ju fubfritniren. 2Ran ereilt 

raiF 1 \x\ 

unb 

dv' = dx. [50] 

m' ^ |xj 

2>ie 23efiimmung von v unb v' in guuetion von x tfir bann auf bie 
Aufgabe einer Duabratur jurürt geführt ; unb wenn mau bie erlittenen 9?e* 
fultate mit bcr@lei#ung [48J verbmbet, fauu man beliebig viele jufammen-- 
gebörige Sßcrtbe von v, v' unb t beregnen. 

197. 6« befiele IB. bic angiebenbe Äraft i |x} in ber geberung 
eines efafriffyen gaben« von ber urfvritngliräeu Sange L, beffeu 2Raffe ver* 
na^iä&igt wirb. $>iefe firaft fei proportional ber fiängcnjunafmte x, unb 

FA 

man f;abe, wie in 9ir. 176, S |xj -f-x. 
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2>ie @lei#ung [46] wirb bann 



unb liefert 



[51] 



$)ur<$ biefe ©lei^ung ift ba« ©efefc au«gefpro$en , na# wettern bie 
relatioe ©efetyroinbigfeit u abnimmt roäfjrenb bie SDiftanj L -j- x roäcbjt. 

2>ie größte Verlängerung bc« gaben« tritt ein bei u = 0, b. b- in 
bem Augeubltcfe voo bie beiben Äörper einerlei abfolute ©eft^roinbigfeit tyaben. 
3(1 X biefe Verlängerung, fo t>at mau 



unb bie Spannung be« gaben«, toel#e im Allgemeinen -y— ifr, n>irb 



Ueberfcfyreitet btefer JJBertty biejenige ©ren$e , über roelcfye binau« 
bie Verlängerungen nietet metyr ben Spannungen proportional ftnb, fo tritt 
©efatyr be« Abreißen« ein; unb ber gaben roirb jteber reißen, fobalb bie 
obige Spannung ba« @enu$t fibertrifft wel<$e« ber gaben eben no# 
tragen !ann. 

2>aö Abreißen (ann aber fe^on erfolgen e&e bie relative @efcf)nnnbigfeit 
nutt ijt, ober beoor noeb bie ©ef^roinbigfeit v ber SKaffe m unb bie ®e- 
fd?roinbigfeit v' ber 2Jtaffe m' einanber gleta) geroorben finb. Um bieß ein- 

E \ 

$ufer;en, fü^re man in bem Au«brucfe ber Spannung -j- x ben au« ber 
@lei#ung [51] gejogenen 2Bertf> oon x ein; man erbalt 



unb btefer Audbrucf fann felbft in bem gatte, baß u nur roenig »on u 0 »er* 

EA 

[Rieben ifl, einen großen SBertt) geben, roenn bie Straffheit beträ$tlt<$ ift. 

SDiefe £(>eorie ma$t bur# Analogie begreiftitty, roie eine glintenfugel 
bureb ein Srett ober eine genfxerfcfjeibe ein ßo$ fotogen fann roä&renb fte 
ben unberührt gebliebenen 9ia#bartl>eilen nur eine fe^r Keine ©efdjioinbigfeit 




EAx 





* EA 

" ' TT' 
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ertfcetft. 6$ würbe mmüd) btefe @ef<$roinbtgfeit, oB^fctd) fic faji unmcrftt<$ 
ifi, in einer fo furjen 3*^ erfangt, ba§ fie $wif(fyeu bem fortgeriffenen 
Steile nnb feiner Umgebung eine Äraftdu&ernng erforbert, bei melier bad 
£ot$ ober ba3 ©Ia$ bricht. 

2>ie ©ereebnung ber fttit, roetyrenb roeteber ber gaben au$ ber gange 
L in bie Sange L -f- x übergebt, ma$t juerjt in ber ©lei^ung [51] bie 

dx 

6ubfiitution oon ^ für u nötyig; $ierau« ergibt ftcfc bann dt unter ber 

dx 

gorm y u 2 _ k » x 1» we ^ c Ici ^ S u integriren ifi. 296, ober na# 
ber geometrifa)en SWet^obe ber 9lr. 178). 

198. S)ie Slnnafjme (195), bafc ft<b fi |x] dx bureb einen allgemeinen 

HuSbrucf barfteUen taffe, trifft rtidjt immer $u. Die oorftc&enbcn Aufgaben 
fönuen aber immer bur$ 21nna(>erung gelöft »erben, oon welker Sefcbaffen- 
l;eit au<b bie bur$ J\x\ auögebrücfte Delation jwifdjen ber SBetbfetwtrfung 
betber Äöroer unb tyrer 2)ifian$ fein möge, roenn fie nur überhaupt be* 
fannt ift. 

ÜJian conftruire eine (Euroe, welche bie oerfebiebenen SBert^e oon x ju 
5tbfciffcn unb bie entforetbenben SBertbe ber Straft /|x| gu Drbinaten ^at > 
bie 93eredmung ber gtä^enfifufe biefer <£uroe 299 u. f.) gibt eine 

Reihenfolge oon ffiert&en für J*J\x\fo, aus benen man, na# ber ©Cet* 

ebung [46] , bie jugetyörigen SBcrt^e oon u finbet 

gaflä bie SBtrfung J |x{ bura) einen bebnbaren gaben ausgeübt wirb, 
tyat man gujufefjen, ob bie relatioe ©efebroinbigfeit u nud werben fann o(>ne 
ba§ ber 2Bert(> oon x größer ift atö bie Verlängerung »eldje bem 3*rttiÖ*n 
be$ gaben« unmittelbar oorangetyt; wo nütyt, fo wirb ber gaben reißen. 

£at man bie SBert&e oon u , fo beregnet man bie oon ^ ober j-^ 

£)ann confhuirt man eine (£uroe wefdje btefe 2Bertfoe ju Drbinaten £at, be* 
rennet ir)re gläcbenraume , unb erbalt fo nadj ber ©Iei<bung [48] bie ben 
oerfetyiebenen SBertben oon x entfored;enben SBert^e oon t. 2)ur$ Änroen- 
bung ber nämlitfyen 2Retbobe auf bie ©Ici^ungen [49] uub [50] oerooCU 
ftänbigt fi($ bie ßöfung ber Aufgabe. 

199. 3n <Poncetef$ Introduction ä la Me*canique industrielle (p. 345) 
finbet man bie bureb 93erfu<be ermittelten (Sonfianten k. angegeben, wela)e man 
für oerfdjtebene Slnwenbungen ber oorftebenben Xfytoxit nötbig b«t. 

£ier folgen 93. bie Vedängerungen eine« @ifenbraty$ unter oerföie* 
benen ©elajhtngen. 

ScfaHgcr'l 2R«$aittt. l. 8 
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JBelaftungen 

au»gttrfl(ft in Attcgr; 
auf ten QuobratiSWiDlmtUt. 


SBerfängerungen 
au«artrü<ft in SRinimeltm auf ben gingen . SWtter. 


Seidel cur g< fl IÜ(jU« <S«f<n. 


$&itt» obejr tmgeatii&U« «Siftu. 


fcf 


UM 


mm 


5,0 


0,29 


0,26 


10,0 


0,59 


0,52 


15,0 


0,88 


0,78 


20,0 


1,18 


1,04 


25,0 


1,47 


1,30 


; 30,0 


2,50 


1,56 


32,5 




n a 


35,0 


14,10 


2,22 


40,0 


18,00 


2,40 


42,5 


20,50 


// » 


45,0 




2,82 


49,0 




3,10 


50,0 




93ru#, 
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A 

Hbfolute frummltnige JBemegung eine« materiellen $unct«. 



§, 1, Hon ber Uefultante mehrerer #rfiftt m*ld)e flUidyeitfg ben 
namücfyen $lunrt in oerfd)icbenen ttidjtnngen angreifen. — Jtafam- 
mtnfe^nng nnb Jtoleannjj faWjer Gräfte. 

200. SBenn auf einen materiellen $unct mehrere Gräfte gleid)$eittg 
in »ergebenen Sftcfotungen wirfen, fo fiujjt ft<$ He Sefnmmung ber fiatt* 
tyabenben Setoegung auf ba$ Sßrincip ber retatmen $eu>egungen (134), n>eld)ed 
uns (135) jur geftjieflung be$ ©a|je$ gebieut tyat, bafc bie Gräfte ben S3e* 
fajleumgungen proportional jlub bie flc einer unb ber nämli#en 2Rajfe bei 
gerabliuiger 23e»egung erteilen. 

23ir betrauten juerft einen oon ber 9tu&e auSgetyenben Jßunct unter 
ber (Sinmirfung gtoeier Gräfte F', F", wityt nad) ^ntenfitfit unb föic&tung 
confrant jinb, b. ty. fo bafc jie mit bem oon Ü>nen angegriffenen <ßunct parallel 
ju it)ren urfprüngli^en Sagen fortrüefen. 

(5$ fei A (gig. 20) bie Anfangslage be8 23e»egli#en. 

AB = X fei ber SBeg, burd) welken bie Äraft F' allein baö S3e* 
wegliefe in ber %tit t treiben würbe; alfo na# ber brüten ©leid&ung [24] 
ber 5lr. 153, inbem man in ü)r xo = 0 unb v 0 = 0 fefct: 



eben fo fei AC — Y ber 2Beg, ben unter gleiten Umfranben bie 
Äraft F" jur golge $aben würbe; alfo 

1 F" 
2m 

©teilt man fl<# um ben Betrachteten materiellen fpunet eine bemeglt^e 
£ütte oor; bereu fdmmtlte^e ^unete bte nämliche beföleumgte Bewegung 
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tyaben meldte ber materielle $unct »ermöge ber einigen ßraft F' annehmen 
würbe, fo wirb fiterer m 23c$te£ung auf biefe £ülle eine ber Straft F" 
entfpref enbe relative Bewegung annehmen, genau fo alö ob weber bie 23e* 
wegung ber pfiffe nof bie ßraft F' oorfyanben wäre. 3 n berfelbcn 3 e ^ t 
alfo, welche bie ©erabe AC (alä eine föcfc geometriffer *Punctc betrachtet 
weife mit ber #ülle oerbunben ftnb) branft, um flf in bie Sage BM 
(gletf unb parallel mit AC) gu oerfefcen, wirb ftf ber befprOf ene materielle 
$unct oon einem (Snbpuncte ber AC jiim anbern begeben, unb ftf jule^t 
in M befinben. 

SUtan ff ließt ^ierauö : 

1) ba§ ber beroeglife materielle $unct,bie <£6ene nift oerläjjt n?efd;c 
burf bie urfprünglif en Stiftungen ber beiben Gräfte befttmmt ift; 

2) bafj er bie Diagonale beö 5)3arallclogrammö burf läuft beffen ©etten 
bie namtif eu Stiftungen wie bie Ärafte fcaben unb ben 3>'tcnfttäten ber- 
felben proportional ftnbj beim bie (Sltmination oon t auö ben beiben ?lue^ 

brüefen für X unb Y gibt ^ = |! ; 

3) bafj bie 9?aume, weife er oom 3lu$gang$puncte A an burf läuft, 
ben Guabraren ber ^tittn t proportional ftnb, wie X unb Yj 

4) ba§ er jtf bewegt wie wenn er »on einer einzigen Äraft R ange* 

griffen wäre, weif e längg jener Diagonale gerietet ifi unb bie ©leifung 

R t 2 F* t* 

AM = — . 2 befriebigt, burf beren öerbinbung mit AB = — - . — unb 

F" t* 
AC = m * 2 W Cr3ibt: 

R : F' : F" = AM : AB : AC. [52] 

Jrägt man nun oon A auö auf ben Stiftungen ber Gräfte F', F" 
jwet biefen Gräften proportionale ©treefen Ab, Ac ab, fo ffab biefelben auf 
ben SBegen AB unb AC proportional; unb wenn man ba$ ^araüelo-- 
gramm Abmc ooflenbet, fo fällt feine Diagonale mit ber be« äfmltfen tya* 
rallelogrammS ABMC gufammenj man &at 

Am : Ab : Ac = AM : AB : AC, 

- 

unb mithin R : F' : F" = Am : Ab : Ac. 

fllfo: 

Seljrfafc. Die Äraft R, weif e für fif allein einem freien, 
»om 3ujianbe ber ftu&e auöge&enbcn materiellen $uncte bie 
nämlif e Bewegung oerletben würbe bie er burf ba$ ßufam* 
menwirfen gweier Gräfte F', F" erlangt, ifl naf 3ntenfttät 
unb 9t if tung bargeftellt burf bie Diagonale bc$ ^arallelo* 
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grammS über ben betben ginien, wel$e in gleicher SSBeife bte 
gegebenen Ärafte barfrcllen. 

SDie Äroft R t>ei§t Die Wefuttante ober ORittelfraft ber Gräfte 
F', F", wcld>e t&rerfettS bie (Sompofantcn ober SeHenfräfte üon 
jener jlnb; unb ber obige <5a|j fü^rt ben Dtamen Se&rfafc oom <|3arallelo* 
gramm ber Gräfte. 

201. ÜRan fann au# fagen, bte föefultante jtoeter auf einen $unct 
jufammenwirfenben Gräfte, weld?e nad> ^ntenfität unb 9lid)tung burdj gwei 
©erabe AB, AC bargefMt fuib, fei in gleidjer Mit burd? bie brüte (Seite AM 
eincö £>reiecfö (ABM. ober ACM) bargefrettt, beffeu crfle Seite eine ber @e-- 
raben AB, AC, unb beffen jwette Seite mit ber anbern ©eraben in einerlei 
Sinn parallel ift. 

202. ©n »on ber föu&e auägefcenber materieller $unct »erbe von 
brei Gräften F', F", F'" angegriffen. Snner&alb einer £ülle, bt^abt mit 
berjenigen Bewegung treibe ber $unct bei alleiniger Sßirfung ber ßraft F'" 
annehmen würbe, fcat biefer 2ltom vermöge ber Ärafte F', F" bie nämltd)e 
relative Bewegung wie wenn jene #ülle unbeweglich bliebe unb nur bie 
beiben legten fätdfte vorfcanben traun (134); biefe relative Bewegung ift 
ba&er btefetbe weldje burdj bie föefuftante von F' unb F" erzeugt n>orben 
wäre. 2öir motten biefe töefultante, welct)e nact) ber oben auägefprorfyenen 
SRegel befiimmt werben fann, buret) Res. (F', F") be$et$nen. IDie abfolute 
Bewegung be$ materiellen «punets ergibt jtd) nun auö ber gemeinfamen buret) 
F'" veranlagen Bewegung, unb ber relativen Bewegung welche aus Res. (F',F' y ) 
entfpringt ; flc ift alfo von ber 2lrt, ba§ fte burä) eine einige Äbraft hervor* 
gebraut werben fönnte, weld;e man au$ ben beiben Gräften Res. (F', F") 
unb F"' na<$ bem obigen 2e(>rfafoe gufammcnfejjt. 

25iefelben Scfylüife wieberljoten fict) bei vier Gräften, inbem man eine 
#ülle mit berjenigen Bewegung begabt benft, weldje einer biefer Gräfte ent- 
fprectyen würbe. Unb wenn man fo fortfahrt, gelangt man jur föefultante 
für eine beliebige 9ln$af>t Ärdfte welche einen materiellen Sßunct buret) gleid^ 
zeitigen Angriff aud ber JWu^e treiben. 2Ran finbet biefe föcfultantc nad) 
ber fotgenben föegel. 

2e|tfa| vom spolpgoit ber Ärafte. SDie fflefultante R für 
beliebig viele auf einen materiellen $unct wirfenbe Ärdfte 

F', F", FW ijl nad? ©rö&e unb {Richtung burd) bie ©erabe 

bargefiellt, weldje ba« im StngriffSpuncte entfpringenbe 
fpotpgon fctylie&t, beffen Seiten ben (bur$ ©erabe , bärge* 
ft eilte n ) Sompofanten glei# unb im nämli^en Sinne paral* 
lel ju tf>nen finb. 
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203. hieraus unb au* einem befamtten ©afce über bie Sßrojection 
eine« «pptygon* Umfang« (©2. 22) folgt : 

SBenn R» , F'„ , F" x bie Jßrojectionen bcr föefultante R unb i&rer 

Gompofanten F', F".... auf eine 2l$e Ox bebeuten, fo $at man bei jebet 
beliebigen Sage ber fcoorbtnatenebene yOz : 

«, = F', + F"„ + .... +F.W, 
ober in Stbfihpng: 

R, = , [53] 

b. \). bie ^rojection ber föefultante mehrerer tu einem ißuncte 
gnfammenwirf enber Gräfte auf irgenb eine 9lje ift g (e i d> ber 
(Summe au$ ben ^rojectionen ber feompofanten auf bie ndm- 
li$e 2l$e. 

204. Äcnnt man bie Sntenfttfiten ber tfräfte F', F", .... F<»> unb 
tyre SBinfel gegen brei recbtwtnfelig »erbunbene Ajen, fo ergibt fia) bie 3n* 
tenfltfit unb bie {Riegling ber Otefultante R mittel« ber gormein 

R cos (R, x) = £ F cos (F, x) j 
R cos (R, y) = £ F cos (F, y) / 
R cos (R,z) = £ F cos (F, z) 1 ^ 

R = V[£F cos (F,x)] a + [£F cos (F,y)f + [£F cos (F, z)]» ) 

beren lefcte man erhalt wenn man bie brei anbern quabrirt unb abbirt (©2. 42). 

3n btefen ©leietyungen ift R wefenttufc pofitfo ju nehmen, wie aud> bie 
Ärdfte F. 

Diimmt man «13 5lje ber x bie Stiftung ber töefuttante R f — wa« 
ertaubt ifl, ba baS ©pfiem ber brei re^twinfeltgen 5l|en wtöfürlicfc gelajfen 
würbe, — fo &at man 

R = £F cos (F, R), , 

£Fcos(F,y)=0 [ [55] 

£ F cos (F, z) = 0 ) 

b.&. bie3ntenfitat ber JRefuttante für mehrere auf einen u n c t 
wirfenbe Äräfte i|l gleich ber algebratfdjcn ©umme aus ben 
jprojectionen bcr Gompofanten auf bie 9U$tung ber IHefut^ 
tantej unb bie algebraif#e Summe auö ben ^rojeettonen 
biefer (£ompofanten auf eine jur föefultante fenfre^tc 91 je 
ift null. 

205. SDie föefultante breier Gräfte, wel$e nidjt in einerlei (Sbene 
liegen, ift bie diagonale be$ $arattelepipeb$ über ben brei (Eompofanten. 
#terau$ ergibt fi# bie 3 er legung einer Äraft in brei anbere oon gege- 
benen Weitungen. 
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206. ©inb bie bret strafte F', F", F'" gu einanber fenfre^t , fo $at 
man, als befonbern gaü ber gormeln [54] : 

F' = R cos (R, F') , F" = R cos (R, F") , F'" = R cos (R, F"') j 

F' 2 -(- F" 2 -}- F'" 2 = R 2 j 
woraus man R unb u)re SBinfel gegen bie bret (Sompofanten flnbet. 

207. 3f* R bie ftefultante jweier Ärafte F', F", fo gibt baö SDreiecf ABM 
(gig. 20), beffen (Seiten ben bret Äraften proportional unb in gleichem (Sinne 
parallel mit i(men ftnb, bie ®lct#ungen (@&, 67) 

R 2 = F' 2 + F" 2 -f- 2F'F" cos (F', F")J 

F' = F" _ R 
sin (R, F") "~ sin (R, F') "~ sin (F', F") 1 

inbem ber SBiufel ABM ba8 (Supplement be$ SBinfelS jwifcben ben Äräften 
F', F" ifr unb mithin ben nämlichen <5inu$ wie biefer &at, rofiOrenb bie So* 
ftnuö beiber SBtnfel einerlei abfolnten SBerty aber entgegengefefcte 3 e "$ en fcaben. 

<5inb bie beiben (Eompofanten einanber gletcty, unb bejeicbnet F tyre 
3ntenfuat, « tyren SSBütfel , fo $at man, na# ber erften ber gormein [55]: 

R = 2Fcosi«. 

Uebertyaupt (ann man ficty in ^Betreff breier Ärafte F', F", R unb tt)rer 
SBinfcf alle fragen ber Trigonometrie aufwerfen, unb biefelben bur# (5on-- 
jrruction ober {Rechnung löfen. 

§. 2, IBeweaung eine* pnnctu unter bem Cm/iuffe irgenb einer obet 
mehrerer Gräfte. — flrojertwn biefer iBemenuna; auf eine Jtre. 

208. SBirfen confrante Gräfte in »ergebenen (Richtungen auf einen 
oon ber 9? u f) e auögeljenben materiellen $unct, unb begleiten fte tyn waljrenb 
feiner Bewegung fo, ba§ jebe iljre 3ntenfitdt unoeränbert cr^dCt unb tyrer 
erften {Rötung parallel bleibt, fo wirb bie ©ewegung, wie man fo eben ge* 
feljen £at, gerablinig, unb lä§t fic$ lei#t befrimmen wenn man bie SRefultante 
ben Qtempofanten fubftitutrt. 

#at aber ber bewegliche ^unet föon oort)er eine gewiffe ©efcbwtnbtgfett 
erlangt, beren {Richtung nicht mit ber Oü^tnng ber SRefultante in einerlei 
©erabe fällt, fo tfl bie ©ewegung frummlinig, unb ihre ©ejh'mmung beruht, 
wie wir geigen »erben , auf bem in <Rr. 132 ausgeflogenen £rfabrung$* 
grunbfafce, oermittelft beffen wir bereit« (133) fejrgeftellt haben, bafc bei 
gerabliniger ©ewegung, unter ber ©nwtrfung oon Gräften welche biefelbe 



Digitized by Google 



208. 120 

Stiftung Robert wie bte fdjon oortyanbene @ef#»inb<gfeit, btc SSeföfeunigung 
v »on biefer ©efcbwtnbtgfeit unabhängig ifi, unb confiant totibt wenn bte 
algebraiföe Summe ber Gräfte jicb niebt dnbert. 

Sßtr »ollen fyitx gucrfl ben %aU betrauten n>o bie Äräfte confiant jinb 
na# SntenjUät unb töicbtung, b. \). fo ba§ fie in paralleler öerfa)iebung mit 
bem oon tynen angegriffenen ^Juncte fortfebreiten, wie e$ 3. 93. mit ber 2Bir* 
fung ber ©ebroere auf einen färäg geworfenen ßöryer ber gatt tjt 

d« fei (Big. 21) 

R bie föefultante ber in Xtyarigfcit begriffenen Gräfte ; 
A bie Anfangslage beö Sßeroeglicben ; 

AX bie JRicbtung ber Anfangögefctytotnbigfeit v 0 , erjettgt bur$ oorauS-- 
gegangene SBirfung irgenbtoel^er Gräfte j 

AY bie JRt^tung ber töcfultante R ber noeb tätigen ßräfte; 

AB = X ber 2Beg, ben ba8 ©eroeglicbc in ber 3eit t buretylaufen toürbe 
toenn bte ©efebrotnbigfett v 0 allein oor^anbeu wäre; fo ba§ man bat 

" X = v 0 tj 

AC = Y ber SBeg, ben ba« Sewegltcbe in ber namlicben 3eit jurficf- 
legen roürbe ttenn bte AnfangSgefcbnunbigfett v 0 gar ntc^t oortyanben wäre; 
»orau« folgt (153) 

2 m - 

$)enft man fidj eine betoeglicbe mit ber ©efebnunbigfett v 0 begabte £ülle, 
unb betrautet bie ©erabe AC alö eine 9Ftcif>c geometrifeber Jßuncte roelcbe 
mit biefer #ülle jufammcnl)angen , fo wirb biefe ©erabe $u dnbe ber %t\t t 
fia) naa) BM (gleicb unb parallel mit AC) werfest flnben. 9tun mu§ aber 
toatyrenb biefer %cit t ber fraglia)e materielle $uncr, oermflge fetner relatioen 
©efcbroinbtgfeit, naety unb nadj bie namli^en geometrtftyen $uncte bura> 
laufen; baber beftnbet er fieb julefct in M. ÜRan fcbltejjt tyterauö: 

1) baß ber Sßunct M bte (Sbene nia^t oerla&t roclcbe bureb bie anfäng* 
lieben JRicbtungen ber ©efebroinbigfeit unb ber Äraft bcfrtmmt unrb; 

2) ba§ feine Soorbtnaten bejüglicb biefer Micbtungen AX, AY.burcb 

1 R 

X = v 0 t unb Y = - — t 2 angegeben jinb ; worauf bureb Elimination 
oon t folgt: 

R 

unb biefc ifl bte ©leiebung ber oom 93en>egli<$en burcblaufenen <£uroe in 
93eiie^ung auf bte 5ljen AX, AY. SDiefe (Suroe ifi eine Jßarabel, roelcbe 
bie {Richtung AX ber 5lnfang«gefcbn>inbigfeit beruht, unb bereu #aupta$e 
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9lt. 209. 



parallel gur Mitling AY ber conftonten ffraft R liegt (@g. 124). <Ste 
ijt leicht 511 conffruiren. 

SWan fte&t, ba§ man fia) ^üten.mu§ 311 glauben, ber bewegliche Atom 
betreibe bie Diagonale bed Parallelogramms ABMC, wie wenn bie @e-- 
febwinbigfeit v 0 eine conftante tfraft wäre welche gu gleicher 3eit mit ben* 
jenigen Gräften wirft beren Defultante R if}. 2Ran barf tu« nicht mehr 
fagen , bie ©ewegung be« materiellen $unct$ »on A nach M erfolge bureb 
eine Olefultante au« ber wfrflicben Äraft R unb ber früher bagewefenen 
Äraft welche bie ©efebwinbigfeit v 0 ^interlaffen bat? benn nur bann fann 
man mehrere tfr5fte jur <£r$ielung einer Defultante jufammenfafTen ober $u* 
fammenfefcen, wenn biefe Gräfte gleichseitig wirfen. 

209. 2)ie Ajen AX , AY jlnb und auf natürliche SBeife bargeboten 
worben bureb bie Dichtungen ber 9lnfangögefcbwinbigfeit unb ber töefultante. 
Oft aber ifl e$ »on öortbetl, bie Bewegung eineö ißunctS auf gang beliebige 
(Eoorbinatenajen $u beziehen. 

d$ fei be§r)a(b Ox (gig.21) eine willfürlicb im töaume angenommene 9lje, auf 
welche tue fucceffioen Sagen beö beweglichen $unct$ projtcitt werben foßen, 
wobei man bie projutrenben fiinieu MP parallel $u einer beliebig gewählten 
(Sbene yOz nimmt. SBährenb nun ber $unct im fflaume bie (£urt>e AM 
befchreibt, fuchen wir ba$ ©efefc für bie Bewegung ber protection, welche 
jtch im anfanglichen Slugenblicf in P 0 befinbet, $u (Snbe ber 3«it t aber in P. 
Sejeichnet 

x bie oeränberliche Stbfciffe OP, 

x„ ihren 5lnfang$wcrth OP 0 , 

v 0l bie protection ber 9lnfangögefchwinbigfett v 0 auf bie 5lje ber x , 
R, bie protection ber ßraft R auf biefelbe 9tjej 
unb beachtet mau 

1) ba§ P 0 P bie algebraifche «Summe ber projectiemen oon AB unb 
üon BM ober AC ift; 

2) bajj man (ba AB =. v 0 t) bie protection t>on AB erhalten fann 

wenn man bie protection v 0x »on v 0 mit ber 3^1 * multiplicirt ; 

l t ? 

3) bafc (wegen AC = R . r — ) bie Protection t>on AC fieb ergibt 

1 t* 

burch SKultiplication ber protection R, r»on R mit - - , inbem AC unb R 

<c nn 

einerlei Dichtung haben unb alfo ihren projeettonen proportional jinb; 



4) ba& R, = ZV 



fo h«t man 



ober 



x = x 0 + v 0 ,t 4- 



X = Xo -j- v 0s t -f- 




[56] 
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in welket ©Jedling bie ©rofcen x, x 0 , v 0I , R„ F, atgebraifct) genommen 
werben muffen, fc, j>. m u ftren ^tge^rtgen Sorjeidpen. 

£<ittman biefe ©letdjung neben bie (efcte @leic$ung ber 9lr. 153 , mit 
welker fie eine augenfällige Slefcnlidtfeit £at, fo gelangt man $u fotgenbem 
fe^r merfwürbigen 6afce. 

■ 

2e$tfafc. ©ewegt fiefc im Haume ein materieller punet 
Oon ber 2Raffe m oermöge einer 9lnfang$gefcbwtnbigfeit v 0 
unb unter bem ßinfluffe Oer fd)iebencr confianter tfräfte P, 
unbmanfcrojicirt ifcn in jebem 2Tug enblicfe auf eine unb bie-- 
fei 6c beliebig gewagte 9tjc, fo bewegt fid? feine protection 
auf biefer 2tje wie ein Punct oon ber nämtidjen «Waffe m, 
welkem als flnfangögefa^wtnbigfeit bie Protection ber @e* 
febwinbigfeit v 0 gufommt, unb al$ angreifenbe tfraft bie 
atgebraifdK (Summe aus ben projectionen berßräfte F ober 
bie ^rojection ber föcfultante aus biefen Gräften. 

210. «Ran fann feirbt narbweifen, ba§ obiger Sebrfafc au* bann noch 
gilt, wenn bie Gräfte narp ^ntenfitat ober «Richtung oeränberlicb finb ; unb eö 
ifr oon 25irbtigfeit , fiel? biefc ooflfommen ffar ju- machen. Stfan benfe ffch 
nämlich bie Bcit in unenbli* Keine ^nteroalle ^erlegt, fo ba§ wabrenb eines 
foleben bie fämmtlitben Gräfte als conftant angefeben werben bürfen; bie 
befebriebene Suroe gleicht bann einer golge oon unenblicb «einen paraborifcDctt 
Sögen, oon benen je jwei benachbarte ftcb berühren muffen, aber in t>crfcf)tc* 
benen ebenen liegen fönnen; unb w^renb foleb ein Heiner Sogen burchlaufen 
wirb, bewegt ftcl) bie protection beö materiellen PttncteS auf einer STje nach 
bem oben anögefprochenen ©efefje. 

211. $>mä) ben fo erweiterten Seljrfajj ber Hummer 209 fann man 
bie für gerablintge Bewegung aufgeteilten Säfce auf frummfinige Bewegung 
anwenben, iubem man ben ©efd;winbigfeiten v 0 nnb v, fo wie ben wirfenben 
Ärdften F, ibre Projecttonen auf irgenb eine 9ljc fnbjiituirt. 

5fuf biefe SSeife liefert 
1) bie ©runbformel ber Befchleunigung (154) jefct 

mdv * = R* dt ober m . d ^ = 2F X . dt, 

unb hierin liegt ber 2e$rfafc: 5Dte Befcbleunigung für bie Bewe- 
gung ber Protection auf einerSlje ift gleich ber algebraifchen 
Summe au$ ben projectionen ber Äräfte auf biefe 5lje, 
biotbirt bur<$ bie SRaffe beS Beweglichen. 
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9Jr. 212. 213. 



2) Die gönnet für bie @rö§e ber Bewegung ober für ben Effect 
bed Antriebs (159 u. 160) gibt 



3) 3(u« ber gormet für ben Effect ber Sfrbeit (166 n. 167) wirb 



212. 3>ie sweite ber ©teidjungen [57] überfefct ft<^> in fofgenben 
©a&, oon welkem ber in 9lx. 160 nur ein befonberer galt ift. 

ge$rfafc. 23ewegt f i cf> ein materieller $nnct auf.irgenb 
eine SBeife im [Raum, fo ifl ber 3«tt>a#$ feiner SBewcgungö* 
grÖ§e, projicirt auf eine beliebige 9lje, gteiä; ber atge* 
braifebeu «Summe au$ ben Antrieben ber Gräfte, projtctrt 
auf bie ndmli^e 5tje uub beregnet für bie nämtittyc ^tit 

2tuf tynlity m laffen fl# au$ bie (Steigungen [58] in bie gewoljn-- 
Ii#e* (Spraye überfein. 

§. 3. JHe Ätweflung eine* fluttete« nnabiüngig twt ber ürümmuttji 
fetner 9al>n betrautet. — - Cffect ber Arbeit beliebter £raftt. — 

Effect bec Tangentialkraft. 

213. SBir fejjen guerft oorau£, eine Sur&e werbe oon einem materiellen 
Jßunct unter bem (Sinfhiffc einer föefultante R beftyrieben, beren JRidjtung 
conftant iff, b. fo bog biefe Straft parallel jn ftdj fetbfr mit bem Angriffs* 
puncre fortrüeft, wetyrenb tyre 3 ntcn P^ r na $ ©stieben entweber conftant 
ober oeränberticfy angenommen werben fann. 

Stimmt man bie 9lje ber x in ber 9tia)tung oou R unb wenbet auf 
tiefen galt bie @tcia>mg [58] ber 9lr, 211 an, fo erhalt man 




[571 







9lr. 214. 124 

gut $»ei anbere Sljen, recbrroinfelig unter fid) unb mix ber erjten, gibt 
bic nämliche gormel (mit ftucffic^t barauf ba& bie «projectionen R y unb R, 
|>ter nuO fwb): 

imv y '-^mv 0 ; = 0, 
i mv, J — J. mv 0 ; = 0. 

Slbbirt man biefe brei ©(eidmngen, wobei man $u bemerfen fcat, bafc (30) 

v,' + V + v. 2 = v» t 0 « -f- <i + vo 5 , = y 0 » 

unb erfefct man dx bunb ds . cos (dB, x) ober ds . cos (R, ds), fo folgt 

i. mv ? — imv 0 l — ykds cos (R, ds). 

9lad> ber Definition in 9fro. 74 fagt biefe ©teic^ung: 

$)cr 3«wa^6 an lebenbiger ^otenj beö materiellen 
$unctö loä&reub einer gctoiffen 3eit ift glei(b ber ganjen 9lr- 
beit ber ftcfultante ber Ärafte roeld?c »äfjrenb bicfer 3eit 
auf ityix wirfen. 

214. Diefer «afc beruht auf ber ©orauöfefcumj einer conjrantcn föia> 
tung ber Äraft R. ^n bcm gade, roo biefe föia)tung oerdnberttd) ift, fanu 
man fte uwbrenb Heiner ßeiträume r t , r 2 , . . , afö conjiant betrauten. %ux 
jeben fofcben 3eitraum tyat man bann eine ©leicfcung oon ber %ü »ie bie 
lefctc ber oorbergebenben Kummer, ©ejeiebnet man bemnacb bie aufeinanber- 
folgenben Arbeiten oon R bura) CjR, £ 2 R, . . . fo f>at man 

für bie 3«* T i ♦ § mv i 2 — 5 mv o* = $iR> 

für bie 3eit r 2 : | mv 2 2 — ^mv,' = « 2 R, 



für ben legten 3eitraum r n : i mv* — imv^ = tJR. 

Stbbirt man, unb bemerft bafc bie Summe ber regten (Seiten bie ©e» 
fammtarbeit ber »eränberlic^en föefuttante R ifi, fo ergibt ft# 



1 mv J — l rav 0 s = fcR, 
ober t mv» — J. mV =y*Rds cos (R, ds). 



[59] 



Diefe (Steigung brurft toieber ben ©afc ber vorigen Kummer au*, 
aber jefct o&ne irgenb eine JöorauSfefcung über bie 9lia)tung ber Gräfte. 
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215. 6inb F', F", F'", . . . burtfauö beliebige Mfte wc(d>c auf einen 
materieHm $unct roirfen, fo $at man na$ ber allgemeinen <5igenfd;aft ber 
föefultante (202), unb analog mit ben gormein in 9fr. 204: 

R cos (R, ds) = F cos (F', ds) -f F" cos (F", ds) -f F'" cos (F'", ds) -f . . . 

Sßirb, nad; 27iuftip(tcatton burd> ds, integrirt, fo folgt 

ykds cos (R, ds) = yVds cos (F', ds) -\-jF"ds cos (F", ds) 

+ f F'"ds cos (F'", ds) -1- . . . [001 

b. \s. bie Arbeit ber föcfultante mehrerer Gräfte ijl gleich 
ber algebratfd;en (Summe auö ben Arbeiten biefer ^rdfte. 

216. SDer m 9tr. 213 unb 214 betoiefene 6afc, oon welkem ber 
©a& in 9ir. 168 nur ein befonberer $aH ijt, fann nun fo au8gefprod;en 
werben: 

£e$tfafe. Der ßuwacfc« an lebenbiger $oten$ eine« oon 
beliebigen Straften ergriffenen Sltom« tfl gleitt; ber alge- 
braifeben ©umnu aus benSlrbeiten a Her biefertfraftc inner* 
tyalb ber näinticfcen 3*it9**nä«K 

2Sir nennen biefeu 6ajj ben 2e$tfafc *om ©ffect bet ©efatmnt. 
Arbeit ber Gräfte welche auf einen matcrieaen tyunet toirfen. 

6eine abgefurjte SJarfieUuug iji 

i mv* — J mv 0 « = OT. [61] 

217. «n bie ©Jedling [59] ju Gnbe ber ftr. 214 



.V mv l — 



i mv 0 J = JK cos (R, ds) . ds 



fnüpft fid; no$ golgenbeä an. 

$)a$ Jprobuct R cos (R, ds) ift fitr jeben befiimmten 9lugenblicf bie 
^rojeclion ber iRefultante ober bie Summe au$ ben orthogonalen Jßrojectionen 
ber ßotnpofanten F', F", F'", ... auf bie Xangente, »el^e in biefem Slugen* 
bliefe bie föiajtung ber Bewegung anzeigt, unb beijjt beä^albbie gefammte 
Xangentialfraft im genannten 3lugenblirfe. 

©ejeidmen nur biefe £raft, welche pofttio ober negati», confrant ober 
veränberlitty fein fann, burdj y> fö erhält bie ©lei^ung [59] bie gorm 



imv» — i mv 0 ' = J\jt ds, 



unb in öerbinbung mit ber ©lei^nng [28] in 9tr. 166 liefert fie bew nadj* 
jte&enben »irrigen Sa&. 
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ßeljrfafc. (Sin »on beliebigen Gräften angegriffener 
materieller SjJunct §at auf ber bon ihm burchlaufenen £urt>e 
biefelbe Bewegung, wie wenn er auf einer ©eraben bliebe, 
unb in jebem Slugenblicf nach ber Dichtung biefer ©erabeu 
oon einertfretft angegriffen wäre welche ber gefammten £an* 
gentialfraft gleich ijt. 

9Rit .anbern SBorten: $>ie ©efebwinbigfett, unb mithin auch bie 23e* 
fchleuntgung unb bie Durchlaufenen ^dume, fangen bloS oon ber tangcntieHen 
©efammtfraft ab, wahrenb — wie fidj balb geigen wirb — bie normale 
(Sompofante, pfammengefe^t mit ber erlangten ©efchwinbigfeit, bie ßrüm* 
mung ber betriebenen ßinie befrimmt. 

218. Sufafc I. Sit bie fcangenfrialfraft conjiant, fo ift bie frumm* 
linige Bewegung eine gleichförmig »eränberliche , unb bie ©leidmngen £24] 
in 9lt. 153 

dv F 1 F 

Tt ^ m> mv-mv 0 = Ft, x = x 0 f v e t -f- - - t* 

bejlehen fort für biefe frummlinige Bewegung, wenn man nur bie x längs 
ber (Euroe mi&t unb unter F bie Sangentialfraft y ober R cos (R, ds) 
»erfleht. 

33e$ei$net man ba^er bureb s bie Bögen , welche auf biefer (Eurt>e oon 
einem beliebigen Urfprunge au« bis an bie fucceffioen fiageu be$ Beweglichen 
reichen, fo hat man 

dv R cos (R, ds) 
dt ~~ m ' 
mv — mv 0 = R cos (R, ds), t, 

nb s = !)+t(t+ ' B J?iM) t i. 

'2 m 

219» 3 tt fafc n. 2)ie £angentialfraft mag conjtant bleiben ober oer- 
änberlich fein, fo bejteht bie auf gerablinige Bewegung bezügliche ©leichung [26] 

ber Kr. 159, mv — mv 0 =yFdt, noch für bie frummlinige Bewe- 
gung fort, fobalb man flatt F bie Sangenttalfraft einfefrt. ©ie erhält bann 
bie gorm 

mv — mv 0 = JR cos (R, ds) . dt [62] 

unb fann fo ausgefprod&en werben: 2) er 3uwa<h$ ber BewegungS* 
gröfce für einen materiellen $unct ift gleich bem gangen 
Antriebe ber gefammten Xangenttalfraft tn ber nämlichen 
3eit. 
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3ufafc in. SDie ©tetchung 

dv R cos (R, ds) ßQ 
dt - m ' lbö] 
hergeleitet au$ ber ©leichung in 9tr. 154 burch (Stnfefcung ber tangential* 
fraft an bie Stelle oon F, gilt für alle ^älle »on frummlinigcr ©ewegung, 
unb fagt : bie 23 c f chleunigung ber ^Bewegung eines materiellen 
$uncts ifr gleid; ber gefammten tangential! raft biotbirt 
burch bie Sftaffc beS $nncts. 

3n tiefer ©leichung [63] liegen, obwohl noch unentwicfelt, jwei frühere 
eingefchlojfen; nämlich 1) bie ©leichung [62] ber ftr. 219, welche ftch au« 
ibr ergibt n>cim man mit mdt beibcrfcitS multiplicirt unb integrirt; 2) bie 
©leichung [59] ber 9tr. 214, gu beren (Erlangung man mit mds multiplU 
ds 

ctren, bann v ffir^- fubjiituiren unb eubltch integriren müfjte. 

§. 4. Wurf ein« ferneren |lanrt« im lemn Baum. 

221. (Sine ber einfachen Slnwenbungen, bie man oon ben <3a|jen ber 
beiben vorausgegangenen Paragraphen machen fann, befielt in ber Unter* 
fuchung, wie fich ein fchwerer materieller $unct im töaume mit einer SlnfangS-- 
gefchwinbigfeit oon beliebiger Ottcbtung bewegt. 

1) stimmt man bteSlje AX (gig. 22) längs ber 9lnfang$gefchwinbigfeit V, 
unb bie 9l|e AY »ertical, nach ber Dichtung in welcher bie Äraft mg, b. h- 
baS ©ewicht beS betrachteten ÄtfrperS (150), wirft, fo finbet man burch 
unmittelbare Slnwenbung beffen was in 9ir. 208 oorfam : 

X = V 0 t; Y = g£; Y= i f t .X». 



J)aburch iß man in ben ©taub gefegt, bie Parabel punetweife ju cenfhruiren 
unb bie Sage beS beweglichen ^unets für jeben 9fagenbltcf anzugeben. 

3n bem gaQe, wo bie ©efehwinbigfeit V horijontal i|t, liegt ber ©chei* 
tel ber Parabel im 9luSgangSpuncte A. 

2) klimmt man jwei red;twinfelige $jcn an, Ax ^ori^ontal, Ay oertical 
oon unten nach oocn — wobei oorauSgefefct ift, ba§ bie 9lnfangSgefchwtn* 
bigfeit ftch um ben SBinfel « über ben #ori$ont erhebe — fo gibt ber Sehr* 
fafr in 9tr> 209: 

x = V cos et . t, y = V sin a . t — 1 gt*, 

»orauö burch (Elimination oon t bie ©leichung ber (Suroe ober SBurflinie 
folgt, nämlich: 
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SDie Goorbinaten x t , y 4 beä £o$flen Rundes ^ ergeben fi$ (©ß. 255) auä 

g = 0 ober *.-_J^, 1Ä o 5 
man erhalt gund^fl 

V 2 

x, = — . sin a cos a, 
g 

unb bann, bur# ©ubfiitution in [64] : 

yi = i? * 8in * * [65] 

ßn bem ndmlid)en JRcfuItatc Gelangt man burd) 9lnwenbung be$ ge^r- 
fafceö in 9?r. 209, nadj wettern bie 5)3rojectton bcü materiellen ^unetö anf 
ber *2l$c Oy fief) bewegt wie ein mit ber ©efetyroinbigfeit Vsina oertical 
aufgeworfener $unct, unb folgli$ bie biefer ©efc^winbigfeit cntfpredjenbe 

$ol>e y = V Sm * in ber 3«*—— «retdjt ; bur<$ ©ubjtitution biefe« 

leperii SßertyeS für t in ber ©leicjmng x = V cos a . t erhalt man bann, 
wie oben 

• * 

V 2 sin a cos a V 2 pp 

x 4 = = — sin 2«. [ob] 

g 2g 

£>ie burd; ben 9lu$gang$punct gelegte horizontale Ax wirb »on ber 
betriebenen ßuroe roteber in P 2 gefönitten; bie 2)iftan$ AP 2 &ei&tbie£ori* 
jontale SBurfroette unb iji ber ju y = 0 gehörige 2Bert& oon x. 5Dte 

2V sin a 

gmeite ©let^ung liefert bann t = , unb bieg ifi bie boppelte ßeit 

be$ EuffreigenS »on A na$ M t ; na# ©ubfiitution biefeö 2Bertye$ in 
x = V cos « . t erhält man 

. _ 2 V 2 sin « cos a V 2 . n 
AP 2 = 13= = — s in 2a = 2x 1 . 

g g 

£a$ SWarjmum, »el$e$ bie Ijorijontale SBeite errei*en fann wenn man 
unter Beibehaltung ber 9lnfang$gef#n>inbtgfeit V ben Söinfef a dnbert, ent* 
f»ri$t bem 2Wajimum toon sin a cos a ober oon sin 2a; biefe« finbet fiatt 

V 2 

bei 2a = 90°, unb man &at bann x 2 = — j ' b. bie grofjte horizontale 



SBeite ijt boyyelt fo gro§ alö bie ber SlnfangSgeföwmbigfeit entfaredjenbe 
£ö£e (145), unb wirb erfangt roenn biefe ©eftywinbigfeit einen SBinfel 
oon 45° mit bem ^orijonte (aufwärts) bilbet. 

222. S)ie ©efdjwinbigfett in einem $uncte, bejfen Drbtnatey ifi, erhält 
man unmittelbar burdj ben ße&rfafc oom Effect ber Arbeit (216). £>a nämlicty 
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(139) bie Sßirfung ber ©c^toere auf einen materiellen $unct eine conjtante 
Äraft ijr, unb (in ben gcroöbnli^en gäHen mit benen man ju tbun ^at) 
einer unb berfelben 0ftd)tung parallel bleibt, fo folgt aus ber üöemerfung in 
9?r. 78, ba§ bie Arbeit btefer Straft gtoiföen irgenb jioet Sagen be$ 23eroeg* 
lidjen glei# ift bem *ßrobucte au$ tyrer ^mtenfttat, b. i. au$ bem ©eu-ietyte 
beö ftörperö, unb ber $tyt um roel<$e er unter eine burdj bie Anfangslage 
ge^enbc tyorijentafe Sbene berabgefommen ifr. SBenn bie Snblage fid* über 
biefer (Sbene beftnbet, ift bie Arbeit negativ. 

JDemnqd^ ^at man in ber ©lekfyung mv l — L mV 2 = rechts — mgy 

für t F $u fefcen, unb erhält 

v 2 = V 2 — 2gy. 

$>a8 9tämli$e l)ätte jlcty otyne JBenfi^ung be$ 2eljrfa|je$ vom Effect ber 
Arbeit ergeben, »enn bie Auäbrüdfe für bie ©efd)tt>inbigfeiten ber $rojec- 
tionen auf beiben Ajen (209), närnud*- v x = V cos a , v y = V sin a — gt, 
bergeftctlt unb bann in ber gormet v 2 = v x 2 -f v y 2 (31) fubjtttuirt toorben 
waren. 

223. $>ie (toe fei bur# ^Beobachtung gegeben; man »erlangt bie 
Anfangögefdjwinbigfeit V. 

Äann man bie SBeite 2x, unb ben SBinfel « meffen, fo bat man, nadj [66J, 

v ' = ^ * • 

Äennt man jiatt ber Seite bie Hebung y lf fo ifr, nad) [65], 

vs = W'.i^-„- 

©iub, au&er bem Anfangöpuncte, nod* irgenb jwei <puncte ber (Suroe 
burd) tyre (Soorbinaten befannt, fo lagt ftd> bie ©leid;ung ber Parabel 
auftreiben (©&, 126) j bie 3ufammenjtettung berfelben mit ber oben er&al* 
tenen ©lei^ung [64] fütyrt auf bie 2Bert(*c oonjtg« unb oon V 2 cos 2 «, au« 
benen man bann V beregnet, unter 33enüfcung ber Delation 

i 1 

cos a ~ 7-7-71-* 

1 -}- tg 2 a 

224. 2BiQ mau burefj fteefmung ben $ur#fdmitt$»unct ber SSurflinie 
mit einer geraben ober fruinmen ßinie finben, welche in ber (Sbene ber 
Sßurflime gegeben ifr, fo b^t man bie ©leiebung [64] mit ber ©leicfcungber 
gegebenen 2inie ju oerbinben, unb x, y at$ bie Goorbtnaten be$ gemein« 
f<baftli#en {ßuncte£ an$ufe$en. 

SBirb bie SBurfmeite AN (gig, 220 ö«f einet gegen ben #otijont 
geneigten Sinie AB »erlangt, fo fann man, um birect ju oerfabren, biefe 
ginie gur Aje ber x nehmen, wäbrenb bie Aje ber y »ertical bleibt 3n 

»elanaet'l 9R<$anif. I. 9 
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biefem fcbiefwinfeligen (Soorbinatenfoftem (jat man (209), wenn V, unb V y 
bie $ufammenge&bngen <projectionen ber 5lnfang3gef#winbigfeit V torjleßen, 
bie (Steigungen 

x = V,t, y = V,t - igt», nnb alfo y = ^x - JL x* 

gür y = 0 fommt bann at$ bie auf AB gemejfene SBeite 

x = AN = - V,V y . 
g 

fBix wollen bic Stiftung AB fowie bic ©eföwtnbigfett V atö gegeben 
annehmen, unb fragen, welche 9ii$tung biefe ©eföwtnbigfeit in bem ge- 
gebenen SBtnfcl yAB (jaben muffe bamit bie Seite AN ein SWajimum 
wirb. 23e$eid?nen ß unb ß' bie unbefannten 2Binfel XAB, XAy, beren 
Summe gegeben iji, fo ^at man (©&, 65) 

_ sin ß' v _. sin ß 

V x — V . . , tf<v unb V r = V 



sin (0 + 0') ' sin (ß + 

2Jian f$Iie§t fcierau$, ba§ ba$ SRarjmum von AN eintritt, wenn 
sin/? sin/9' ein aKarjmum ifl, folgte (®2., 259) bei 0 = 0'; b. I). bie 
gefugte 9?i$tung ber 9fafang$gefa)winbigfeit t£et(t ben SBinfet yAB in jwei 
gleite $£eUe, wie in bem befonbern gatte wo AB fcorijontat ijl (221). 



§. 5. tBemeaunfl eines puncto auf einer gegebenen €bene, 

offne Heibnng. 

225. $)ie bi$f>er entwitfetten ^rinetpien lehren bie Bewegung eine« 
«PunctS in golge gegebener Gräfte flnben, wenn feine 9(nfang«bewegung 
befannt ifi. <£$ gUt nun, bie Bewegung eine« $unct$ $u unterfuefcen, wenn 
man ton torn&erein nur einen Zfytii ber tyn angreifenben Gräfte fennt, bie 
in betreff ber strafte mangelnben Angaben aber bur# bie Sebingungen 
erfefct ftnb , benen bie gefugte Bewegung unterliegt. 

SBewegt ftcb ein $unct auf einer gegebenen gtä^e, fo fann es in einem 
fe^r ftecietten gälte torfommen, bajj biefe gläetye bie (Euroe entbatt, wel#e 
ber ^ßunet, unabhängig ton ber gla$e, termöge feiner Slnfangägefdjminbig* 
feit unb ber auf tyn wirfenbeu Gräfte betreiben würbe. 3n biefem gatte 
änbert bie gläetye ntrfjtö an ber Bewegung. 

Verbleibt aber ber $unct in ber 2lrt auf einer gtäc&e, ba& bie ton 
tym betriebene ßinie terfdneben ifi ton berjenigen, welche er termöge ber 
Gräfte bei Slbwefen&eit ber gläetye terfotgen würbe, fo übt bie glä#e , ober 
tietme^r ber ton biefer gtddje begrenze Äörper, auf ben $uttct eine gewijfe 



4 
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Äraft au«, bie man ben SBiberflanb ober bie ftücf wirf ung ber glädje 
nennt, unb beren 3ufamutenfe&ung mit ben übrigen Straften bie wirfliche 
Bewegung bebingt. 

226. e« fei j. 23. bie glad;e, auf welker ein materieller «Punct fort* 
gleitet, eine ebene, enthält biefe ebene nicht bie föefultante R ber 
Äräfte F , F', F", . . , . , welche unabhängig »on ber ebene auf ba« 93ewcg* 
liehe würfen (wie etwa ba« ©ewiebt beö beweglichen, bie I^Ätigf eit ein cd 
2Rotorö je), fo mujj man tyierauS auf eine burch bie ebene geübte 9tücf- 
wirfung R 4 oon foldjer 2lrt fcbliefjen, ba§ bereu 3 u fammenfefcung mit ber 
partiellen ftcfultante R eine beftnitioe 9flefultante 9 läng« ber ebene 
ergibt, weil fottft ber $unct bie ebene oerlaffen würbe (208). 

tiefer <2d;lufi bietet (td) manchmal unter anberer gorm bar. &txlt$t 
man bte partielle SRcfuftante R in jwei Gräfte, eine normale (nämlich jur 
(Sbene fcnfred;te) N nnb eine tangentiefle (hier in ber ebene tiegenbe) T, 
unb lä§t man eben fo bie JRücfwirhmg R< in eine normale föücfwirfung N t 
unb eine tangentiefle 9iücfwirfuttg T t gerfallen, fo muffen nothwenbig bie 
beiben Gräfte N unb N 4 gleich unb entgegeugefe(jt fein , ober, wie man fagt, 
ftch aufheben, bamit bie beftnitioe föefultante g> in bie ebene fafle. 

£)iefe ©leithh«* jwifchen ber normalen eompofante ber föefultante au« 
ben unabhängigen Gräften einerfeit«, unb ber normalen JRüdfwirfung anbrer* 
feit«, fittbet aber nicht mehr fiatt wenn bie fläche frumm ifi unb ber $unct 
fdwn eine ©efet/wntbigfett ertaugt r)atj benn bie ©efammt'töefultante <j> liegt 
bann nicht in- ber Tangentialebene, weil bie Fortbewegung nach einer frum* 
men ßinie erfolgt, welche au« biefer ebene berau«tritt. 

227. 3n ber rationellen 2Rechanif fejjt man bie ejtfienj oon glasen 
oorau«, welche bei oöfliger Unoeränberlicbfeit ber gorm unb ooflfommcner 
©lätte ben auf jle brüefenben ftörpern feinen anbern Sßtberfianb bieten at« 
einen normalen, fo bafj bte tangentiefle 9tücf wirfung nufl ifr. 

@o oerhält ftch'« aber nicht in ber Statur. Vielmehr hat man, um fleh 
bie wahre einwirfung einer feften Oberfläche auf einen über fte hinbewegten 
Körper oorjttfteflen , an biefem ßörper au§er bem normalen SBiberflanb ber 
fläche nod) eine tangentiefle Äraft in 5lngriff $u beuten, welche Reibung 
genannt wirb, unb bereu fötdjtung einen ber Bewegung entgegengefefcten 
Sinn hat. 

35ie nachfolgenben Unterfuchungen, bei betten oon ber Reibung abgefehen 
wirb, finb baher nur al« Hebungen ju betrachten. Sie follen fpätcr mit 
Slürfflc^t auf bie Reibung wieber aufgenommen werben. 

228. Bewegung eine« fchwerett materiellen $unct« auf 
einer fchiefen ebene, ohne Reibung. 

$>er Körper wirb in ÜÖJirflichfett oon jwet Gräften angegriffen j bie eine 
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hat oerticale Dichtung unb ift bem ©ewtchte p bc« Äörper« gleich; bie anbere 
ifi bie normale «Äücfwirfung N, bcr ebene. $ie töefultante au« biefen 
Gräften liegt in ber Riefen ebene, aber auch in bet eb*ne bet betben €om-- 
pofanten, welche »ertical unb ^gleich jur Riefen ebene fenfrecht ift; worau« 
folgt, bafc bie ftefultante i^rc Dichtung lang« ber fiinie bc« gro&ten Spangs 
hat 3#re Sntenfttät qp tfi (204) p sin i (wenn i bie Neigung ber ebene gegen 

ben^orijont bezeichnet), ober y (gig. 23). 3u bem nämlichen ergebnifc 

fommt man (jeboch mit minberer Älar^eit ber öorfieUung unb geringerer 
©djdrfe be« SluSbrucf«), wenn man fagt, ba« al« oerticale tfraft wirfenbe 
©ewicht p jerlege ftch in eine $ur ebene (entrechte unb eine jur ebene 
parallele eompofante, oon benen bie erftere burch ben SBiberfianb ber ebene 
aufgehoben werbe, rce&halb bie gweite bie eigentlich wirffame Äraft fet 

3fi ber ßorper oon ber töufce ausgegangen, fo geben bie ©leichungen 
ber Bewegung 

v = g sin i . t, v a = 2gx sin i. 

Unter ber Sinnahme, ber ßörper ^abe bereit« bie £ängenfirecfe 1 burch* 
laufen unb fei um bie $öfye h ^erabgefommen, fann man nach ber erlangten 
©efchwinbigfeit fragen, unb naty ber $tit feine« £erabjtnfen«. 

1) gür bie ©efchwinbigfeit gibt bie »ierte ber obigen ©leichungen 

v = V 2g 1 sin i = Vvgh , 

wa« mau auch unmittelbar flnben würbe burch ^Betrachtung ber Arbeit ber 
ßraft p ; benn bie Arbeit be« SBiberftanb« ber ebene iji null, ba biefe straft 
fenfrecht auf bem betriebenen SBege fteht. 

2) 5£ie 3*it #erabftnfen« ift nach ber jwetten ber obigen ©leichungen 

g sm i T gh gh 

SBenn alfo jwei Körper ot)ne 21nfang«gefchwinbigfeit oon einem unb 
bem nämlichen $uuet ausgehen unb auf $wei beliebigen fchiefen ebenen (ich 
fortbewegen, fo werben fte in einer unb bcrfelben #ori$ontalebene mit gleU 
chen ©efchwinbigfeiten anfommen, aber nach oerfchtebenen %tittn, welche ben 
burchlaufenen Strecfen proportional ftnb. 

229. SBürben für oerfchiebene geneigte ebenen bie ©röfcen 1 unb h 
l 2 

ber ©ebingung — — const. genügen, fo wäre bie 3 C ^ b** #erabfinfen« immer 
bie nämliche. 5Diefc wirb erreicht, wenn bie ebenen biefelben Sängen unb 
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biefelben Neigungen haben ime bie Seinen eines unb beffelben ßreifeS, »ctd^c 
»om 2tnfangö* ober enbpuncte bes »ertiealen Durchraefferö ausgehen (gig. 24). 
3ft r ber #albmeffcr biefes toifeö, fo hat man 

1* = 2rfi unb t = 2 V 

S 

230. Aufgabe. es ijr ein $unct A unb eine ebene BC (je* 
geben. 2Ran foll bie fchiefe ebene AP beflimmen, auf welker 
ein fchroerer ßorper, ber oon A ohne Slnfangögefchnunbigfeit 
ausgeht, bie ebene BC in ber ffirjeften 3 ei t erreicht föig. 25). 

Denft man ftd; eine burch A gehenbe ßugclfläche, roeld>e ihren WlitttU 
punet 0 auf ber ©ertiealen AB hat unb bie ebene BC berührt, fo gibt bie 
Söerbinbungölinic AP gwiföen beut SerührungSpuncte P unb bem gegebenen 
$uncte A ben 2lb(>ang unb bie gange ber gefugten ebene an; benn jebc 
anbere ©erabe AQ toittbc , ba fie langer ifi aB bie auf fle faflenbe ©ehne MA, 
mehr ßeit für ihre 3urücflegung erforbern. 

Die gefugte fiinte AP halbirt, rote man leicht fleht, ben SBinfel BAD 
ber ©ertiealen AB gegen bie jur ebene Senfrechte AD. 

231. es roirfe auf baS an eine fa^iefe ebene ftc^ antebnenbe Sevoeg* 
liä>e außer feinem ©eunchte p noch eine flraft Q, beren Dichtung in einer 
jur Riefen ebene fenfrechten ©erticalebene liegt (gig. 26). S)a bie 9tc\\iU 
tante an* ben Ärafteu p, Q unb ber JRücfnurfwtg ber ebene parallel $u 
ber ebene ifi auf roclcher bie ^Bewegung oor jtch gel)t, fo ifi (204) ber 
SBerty biefer Äraft, als beten pofitioer <5inn ber beS £etauSfinfcnS gelten foll, 

F = p sin a — Q cos ß, 

3fl Q parallel $ur ebene, fo ^at man F = p sin « + Q; 

unb trenn Q horizontal ift: F = p sin « + Q cos a. 

3ft feine HnfangSgefchroinbigfett oorhanben, fo wirb ber ßörpet ^erab^ 
ftnfen ober aufzeigen, jcnad;bem ber aufgerechnete SBerth ber Äraft F pofttio 
ober negatto ausfällt, ©leichgeroicht tritt ein wenn biefer 2Betth null ifl.*) 

§. 6. (Zentripetalkraft bei kreisförmiger t trnb allgemein bei 

krummüntfler 9tmt$tm$. 

232. ßreisberoegung. — Durchlauft ein materieller ^ßunet mit 
gleichförmiger ober »eränberlicher Bewegung ben Umfang eine« greife« ober 

•> wirb fldE> fpäter jeigen, baf? bie in 9tr. 228—231 angegebenen SluflBfungen, ber 
[Reibung wegen, in ber $ragt6 ntcfjt braudjbar ftnb , unb bajj jte felbft bann nicfyt 
Raffen (wie man etwa glauben tonnte), wenn eine fleine Ijomogene Äugel über eine 
jtyiefe fcbene rollt. 
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Mos einen Sogen bejfelben , fd fd)lie&t man heraus (unter allen Umftanben 
welche bei einer foldjen Streikbewegung oorfommen fönnen) : 

1) ba§ ber materielle ^unet fortwäljrenb »on einer ober oon mehreren 
Ärdften angegriffen ift, unabhängig »on benjemgen Gräften beren oorberge* 
gangene SBirffamfcit tym feine gegenwärtige ©efdjwinbigfeit oerfc^afft tyatj 
benn au&erbem würbe er jicfy in gcraber ßinie bewegen (128) j 

2) bafj bie töefultante ber nodj wirfenben Ärafte immer in ber gbene 
be$ Äreifeö liegt (208). 

ßertegt man in einem beliebigen Slugenblicfe biefe föefultante in $wei 
ßra^te, eine tangentiale y unb eine normale x> tft bie erfte gleid) bem 
<ßrobuct auö ber 93efd)leumgung im betrachteten Slugenblicfe unb ber SRajfe 
be8 ^Beweglichen, wie wenn bie Bewegung gerablinig wäre (220), alfo 

tp = mt- $ie normale ßraft % wirft in centralem (Sinne, b. com 

Umfang gegen ben SWittelpunct #n (208), we^alb man tyr ben tarnen 
<£entri}>etalfraft gegeben £at. 

233. Aufgabe. Die Sntenfitat x ber (Sentrioetalfraft auS-- 
jubrüefen als gnnetion ber Stöaffe m beä 23ewegli$en, feiner 
©efdjwinbigfeit v unb be$ Äreiö^albmeffcr 3 r. 

2)er materielle $unct beflnbe fid; in einem beftimmten Slugcnblidfe 
in M (gig. 27), na$ einem fcr)r fleinen 3«traum r aber in M'. gur bie 
bewegliebe ^ßrojection beö *ßunct$ auf bem #albmejfer MO wenben wir ben 
fiebrfafc ber 9tr. 209 an. Diefc $rpjection betreibt in ber &it T ben 
9laum MP, unb bei biefer Bewegung ift bie 2liifang$gef#winbtgfeit miß, 
weit in bem Slugenblufe, wo ber materielle $unct bureb M gebt, bie ®e* 
fcfjwinbigfeit v mit ber 5lje MO einen regten SBinfel bilbet. %m nämlichen 
5lnfang6augenblicf ift bie <projectton ber ßraft x auf Mö biefe Äraft felbft, 
waljrenb bie ^rejection oon v> null ift. 

3luf bem SBege oon M $u bem fetyr na$e gelegenen $uncte M' wirb bie 
3ntenfitat ber normalen ßraft ftd) fetyr wenig änbern, unb it)re Jßrojection 
auf MO weia)t oon % um fo wenig ab alö man nur will, wenn ber 23ogen MM' 
(lein genug genommen wirb. 3 u gt e i$ bleibt bie $rojection ber tangential* 
traft v» auf MO beliebig nafye an null. 3Rit einem relatioen geiler, ber 
fid) bureb 23erfleinerung oon MM' fortwäbrenb verringern laßt, fann mau 
batyer MP bem föaume gleichen, welchen ein 93eweglia)e$ oon ber SPiaffe m 
unter jtetiger ($inwirfung ber Äraft x jurfuf legen würbe; b. ty. man fann, 
wenn ba$ (Segment MI» mit x be$eid;net wirb , bie ©leidmng antreiben 




[67] 
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2Bir nannten ben babei unterlaufenben geiler einen relatioen, womit 
angebeutet fein fofl, ba§ bie ©röjje, um wetd>c bic recfytc Seite ber ©lci<r)ung 
unrichtig blieb, nidjt bloä fcfjr Hein gegen bic Sangcneinbeit ift, fonbern ein 

1 y 

fcfyr Heiner 33rucf)tl)cil beö für x angefejjtcn SBcrtbcS 5 — t 2 . «£>icrauö er- 

gibt ft# eine wichtige Folgerung. £>ic (Steigung |67J namlicb, iveldjc fireng 

genommen ungenau ober unooflftänbig ift folange x unb t cnblicl;c ober wirf* 

lidb oor^anbene ©rofjen twrfiellen, wirb in aller Strenge genau, »enn man 
x 

baö 33err)a(tni§ — ^ ber beiben auf bie jirci Seiten ber ©leiebung ocitbcilteu 

fefyr fteinen ©rö&cu mit ber ©renjc »crlaufcr/t, welker ftcfy ba$fcl&e bei glcicb* 

jeitigem 9lbnefmten oon x unb t* nnbefrimmt, b. fy. fo weit man nur »iß, 

nähert. Um biefj furj auösubrücfcn fagt man , bic ©leidnmg [67] werbe 

öollfommen genau fobalb 1 unb t uncnblid? f I e t n finb. 

■ 

(SS fei 8 ber Heine Sogen MM'j bann ift - bic mittlere ©cfdnoin* 

T 

btgfeit für bie Strccfe biefeö SöogenS ; unb bei fortgefcjjter Wbnafymc 
beöfelben fyat man , mit einem an ber ©renje oerfcfywiubenben getjlcr, 

- = vj worauf für bic Subftitutiou in [67J folgen würbe 

«•-'S [68], 

(Snblicty gilt nod), nacfybcm ber Sogen s fo Hein geworben ift baß er mit fei* 
ner Setyne jufaminenfäüt, in beliebig weit ju treibenber 5lnHätjerung bic Delation 

a* = 2rx. [69] 
eiiminirt man x, t unb s burd; ÜRultiplication $wifd;en ben ©lei^un* 
gen [67], [68] unb [69], fo fommt 

1 = S' Mnb flIf0 x - "t ' * } [70] ' 

234. Senn bie laugcntialfraft null ift, fo ift bie ©efcfywinbigfeit con* 
fiant; unb umgefe&rt (217 n. 128). 3 n biefem gallc ift aud> bie Zentripetal* 
fraft conjtant. 

•) (Bon ber »eiligen ©enauigfeit biefer gormel wirb man ficft bei folgenbem furjen 
lleberblid* iljrer Verleitung üt'crscu^en. 3nnä(^fi bemerfe man, baj» bei micnbUcbem 
abnehmen ber $t\t * suglcid) aud) bie oon r abhängigen ©repen s unb x fidj 
oljne ßnbe »erminbern. Statt ber 9iäf>erung$gleid)ungen 167], [68], [69] faitu man 
bann bie fhengen (Steigungen 

TT — = lim — , v = lim — , 2r — hm — 
2 m t- t x 

anfdjretben; unb wenn mau bie erfte mit ber brüten multiplicirt, fo erhält mau in 
aller ©trenge 



£ = lim a . 9 = lim °1 = (lim £> = 
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235. @rf*e$ »eifoiel einet MrciSbcwcouna,. 

Ota benfe fia) einen unbebnbareu gaben, beffen ÜRaffe oernadjlä&igt 
werben tonne; ber eine ßnbpunct beffclben fei fefl, an ben anbern fei ein 

materieller fßtmei ^cfnupft. SBirb biefer $iract in Bewegung gefefct unb 
bann ber einzigen Straft überlaffcu welcbc ber gefpannte gaben auf i^n 
ausübt (fo bafj alfo aud; bic <Srf?wcre als nt<$t oortyanben ju betrauten ifi), 

fo bewegt er flcr) gleichförmig im Streife; — ifi bie SntenfUät ber Straft mit 

welcher ber gaben auf i()n wirft. 

•$>ier finbet ftdi (Beledenheit, ein iprineip ober ein allgemeines 9catur^ 
gefef) in 'ilnwenbung $u fetjeu, auf welkes roir fpätcr *) ausführlicher $urücf* 
fommen werben, unb beffen SluSfprud} lautet: %tt>t Söirfungift begleitet 
üon einer gleia)cu © egen W irf ung. tiefem ißrineip gemäß übt ber 
eben betrachtete Störpcr, welker oon beut ihn auf ber StretSpcripherie hat- 

tenben gaben eine Äraftäufjerung — empfangt, auch feinerfetts auf ben 

gaben, unb mithin auf ben fefren 2Ritte(punct beS Streifes, eine Straft Oon bet 

nämlichen Sntenjität — , beren (Richtung aber ben ©inn oom üHirtelpunetc 

nach ber Peripherie hat. 

SDiefe ber (Ecntripetalfraft gleid;e unb entgegengefej^te Straft ^ei^t 
Zentrifugal! raft. (Sie wirft feineSwegS auf ben Störper welcher ben 
StteiSumfang oom ^albmeffer r befd?reibt; im ©cgentljeil wirb fte oon 
biefem Störpcr auf benjenigen ausgeübt ber ihn auf bem Umfange erhält. 

Sehnliche 93emerfungen liefen ftö) l)inftä)tlia) eines materiellen <]3unctS 
machen, welcher einen StreiS Ufäteibt in golge einer erlangten ©efdjwinbtg- 
feit, unb ohne eine nachwirfenbe Straft , aufjer berjenigeu welche barauS ent- 
fpringt bafj ber materielle $unct fid) ohne Reibung auf bie höhte «Seite einer 
gegebenen Peripherie früfct. $n biefem galle ifi es bie ßuroe, welä)e 
auf ben Störper bie gu feiner StretSbeioegung erforberliche Gentripetalfraft 

übt; unb ber Störper übt bagegen auf bie Gürte bie Gcntrifugalfraft aus. 

i 

236. 3nmte$ SBeifniel einer rmSfötmigcn SBemegung. 

SBirb ber materielle ^unet M Oon $wei gefpannten gaben MA', MA" 
(gig. 28) gehalten, beren (Snbpuncte A', A" fefl finb, unb fteht man wieber 
ab Oon ber Schwere , fo ifi bie (Sentripetalfraft % bie tftefultante ber beiben 
Strafte F', F" welche tiefe gaben in ben Stiftungen MA', MA" auf bas 
^Bewegliche M ausüben. Sejeidmet r bic SDtftanj MO beS ^Beweglichen oon 

ber ©eraben A'A", fo ifi x = — • Sntenfttäten oon F' unb F" fmb 

r 

*) dritter 9lf>fd>nitt, itap. I 
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9?r. 236, 



leicht als Functionen ber in ber gigur oorfommenben SBinfel 0 u beftimmen; 
beim man tyat (207) 



Wlan nennt biefe 3ntenfU6ten bie Spannungen bet gaben. 

9Uü) bem Sßrincip ber ®(ei$!>eit jwif^en SBirfnng unb ©egenwirfung 
finb bie ßompofanten von %, nämtid; bie Gräfte F' unb F", bejieljungöweife 
gleich unb entgegengefefct benen, welche oon bem materiellen «punet auf bie 
gäben unb oon ben gäben auf bie feflen <Puncte A', A" ausgeübt werben. 
£ierau$ folgt, bafj bie Spannungen ber gäben unb bie burd; ftc auf bie 
fefien $nncte A', A" geübten Gräfte biefelben ftiib wie wenn bie gäben unb 
ber fpunet M in töutyc wären unb teuerer oon ber (Sentrifugalfraft %' an* 
gegriffen würbe, welche ber (Ecntripetalfraft % Qkiti) unb entgegengefefct ifi. 

#ier ifl bie gur Preisbewegung beö Sßuucteö M nötige Zentripetal 
fraft nicfyt metyr unmittelbar gegeben; fle wirb oielmefjr burdji&re beiben 
(Sompofanren F', F" oertreten, inbem nur biefe Äräfte burd; bie gäben auf 
ben materiellen $unct wirfli# ausgeübt werben. ilmgefcl;rt übt ber lejjtere 
auf bie gäben jwet Gräfte langö A'M unb A"M an« , welche, wenn fle mit 
tiefen Ortungen nad; M oerlcgt würben, jur Oiefultante bie Gentrifngal-- 
fraft %' hätten. *) 



•) SDiefe 33etrad)tungen werben eine allgemeinere Slu^fiihrung finbeu im 3ten ßap. bc* 
III. 2tbfd)nitt3. £od> bftrfte e$ nid)t unnüj} fein, fdwn fjicr bemerflidj ju mad)en, 
baw wir, inbem wir ben öegriff ber Gentrifugalfraft auf ba$ ißrinctp ber gtc(d)en 
® egenwirfung grünben, einer neueren bnrdj bie profeffbren ber «parifer pol^tfct)- 
ni[d)en ©d)uie eingeführten gehre folgen unb oon ber 2lu$brncf$weifc ber ©djriftfteHer 
aufi bem acfjtjc^ntcn ^a^r^unbert abwetten. 

3n Saplac e'S „SBeltfyfrem" (Exposition du Systeme du mondo, liv. UI, chap. 2 
tieft man : 

„2Bir haben an ber Jfreiäbewegung ein Seifpiel von einer ftetig wirfenbeu Äraft. 
„Da bie Bewegung ber ftd? felbft überladenen 2Raterie gieidjförmig unb gerabfinig 
„wor fid) gebt, fo ift Kar, bajj ein auf einer «Peripherie uinlaufenber Äörpcr unauf-- 
„hortid) jirebt, fid) nad) ber Xangente »om SWittelpuncte ju ent-- 
„fernen. Die Stnftrengung, weiche er fjtefür madjt, b«iflt Zentrifugal* 
„fraft; unb jebe gegen einen SWittelpunct gerichtete, flraft nennt man Gentraf* 
„fraft ober Gcntrtpetalf raf t. Sei ber Streikbewegung ijt bie (Eentralfraft 
„gteid) unb entgegengefefct ber Senttifugalfraft , unb jene ftrebt ohne 9Cuft)5ren ben 
„Äorper r>on ber Peripherie nadj bem SWitteipunctc f»tn ju jiehen." 

9tad) biefen 2öorten tonnte cö fdjeinen, ald muffe in naturgemäßer 9(ufcinanber-- 
folge ber SSorftcuungen bie (Sentrffugalfraft »or ber ßentripeta (fraft betrachtet wer- 
ben. 3Bir glauben baö ®egentheil. SEBenn ber Äörper, ber ftd) auf einer Peripherie 
bewegt, in irgenb einem 9(ugenblicfc ftrf) felbji überiaffen bliebe, fo würbe er im 
nämlidjen 2lugenMicfc nad? ber Tangente entfliehen unb mithin »om SJtittefpuncte ftd) 
entfernen , ohne bafür irgenb eine Slnflrengung ju mad)en. Ilm ibn auf ber *peri-- 




unb 



.F" 



A"MO " sin A'MA 



sin A'MO sin A'MA" ' 
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237. £>ie Gentripetal-- ober (Sentrifugalfraft — fann mit bem ©e* 



mv 2 



wichte p be« ÄörperS in Sejiehung gefefct »erben. (Schreibt man - fürm, 
fo gibt bie ©leichung 170] bie ^Proportion 



v 2 r 



v 2 



in welcher — bie $tyt für bie ©efchwinbigfeit v ifi (145). 



238. £te ©rflfce — nimmt nach Umfränben noch anbere formen an. 

1) Sejeichnet T bie 3eit für einen ganjen Umlauf be$ ©ewegltchen um 
ben SWittelpunct, unb ift bie Bewegung gleichförmig, fo ^at man 

v = ^-r unb ^ierau« % = m • ^r* t7l] 

2) 3fr w bie ©efchwinbigfeit beS geometrifchen ^uncted welker auf 
bem beweglichen #albmefTcr OM im 5lbfranbe eines ÜÄeterö oom ÜRittelpunct 0 
liegt, fo befriebigt biefe ©röfje, welche t>te SBtnfelgefchwinbigf eit 
beö ^Beweglichen M barfreflt (48), bie ©leichung y=cur-, ba^er 

% = mcu'r. [72] 

239. 9tuöbet)nung ber £h«ori* ber Gentripetaltraft auf 
eine beliebige frummlinige ^Bewegung. 

3fr bie burchlaufene (Suroe fein Ärciö, fonbern eine ganj beliebige ßinie, 
fo fann man wenigftenS einen fchr flehten Sogen MM' berfelben al$ in einer 
(Sbene licgenb betrauten, unb biefe ßbene wirb ^gleich bie (Senrripetalfraft 
enthalten welche auf baö ^Bewegliche im Äugenblicfe feine« Durchgangs burd) M 
wirft. SWan gie^e in biefer (Sbene bie Normalen ber beiben ^uncre M, M', 
unb bezeichne bie SDiflanj MO if)reö 6chnitrpunct8 »on M burch r. 2)ie 
©letchumjen [67] , [68] , [69] ber Dir, 233 fmb bann noch immer gulfiiftg, 
bi$ auf fleine %tfytex f »eiche um fo weniger dinflujj behalten je fleiner ber 
Sogen MM' wirb. £>er einzige Unterfdneb befreht nur barin, bafc bie Sange r, 



pberie jw ermatten, ift eine auf ib> etntt>irfenOe Gentrivctalfraft n&tljig, berenSnten* 
fitat wix berechnen geteert fyc&tn. (Sin Äörper fann aber niemald eine über mehrere 
Gräfte aufnehmen ohne hageren auch, feinerfeitö auf biejenigen Äörper ju totrfeji 
burch. welche ihm jene Ätafte beigebracht würben; tjicrau* entfpringt bie Gentrifugat* 
traft; fie ift, wenn man will, bie 2lnjh engung ©ber bie SRefultante aus, ben 2tn- 
ftrengungen, wetye ber betrachtete tf&ryer gegen bie ihn auf ber Peripherie erhalt 
tenben Äöryer aufbietet. 
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jtott wie in 9?r. 233 cm con flaut er #albmeffer ju fein, je^t einer ©renje 
juftrebt wel^e ber ÄrümmungSbalbmcffer ber betrachteten Eume am 
$imcte M $et&r. 260). Sie gormel für bie Gentripetolfraft [70] 

gilt bafjer bei jeber beliebigen üBafm, wenn man r in biefer (entern 93e* 
beutung nimmt. > 

golglidj fann fiä) in irgenb einem Slugenblidfe ber ©ewegung eine« 
materiellen ^unetö bie ©efammtrefultante q> ber tyn angreifenben Gräfte $er* 

dv 

legen in eine tangentieöe Äraft y = m — (b. i. gleiä) bem »ßrobuete au$ 

feiner SDJaffe nnb ber eben uor&anbciien 93ef$leunigung) unb eine normale 

ober centripetale ßraft x — — (b- »• ßtetc^ ber boppelten lebenbtgen 

<ßoten$, bbibirt burdj ben tfrümmungs&alomeffer beö (Euroenbogen«, ben jn 
bcfa)reiben ber $imct eben im Segriffe ijr). 

§. 7. £liUDen*tma.rn *er Cljearie. ter Äretebemeannfl. 

■ 

240. 9lngenaberteS9ere$nung berÄraft wetdje benSWonb 
gegen bie Erbe jiefyt. 

2Bir feben ab oon ber gemeinfamen Bewegung ber Erbe unb be$ 
9Ronb$ um bie Oonne. Obgleich bie Entfernung beö ÜKonbä oon ber Erbe 
»eränberlt$ ifl unb biö ju ungefähr ± itjrcö mittlem 2Bertfye$ über ober 
unter biefen abweichen fann, nehmen wir bod) biefen mittlem 2Bert(j, weiter 
na^eju 60 Erbtyalbmeffer beträgt, al$ conftante Entfernung an, unb benüfjen 
nun bie $fjeorie ber gl einförmigen Preisbewegung, wobei wir bie 2Raffe be$ 
ÜJionbe$ in feinem SJtittelpuncte »ereinigt benfen. 

gityrt man in bie gormel [71] ber 9tr. 238 ben #atbmeffer R ber 
Erbe unb bie Um(auf$$eit beä üJfonbeö um bie Erbe ein, welche 27,322 Jage 
ober 39344 SJcinuten umfa&t, fo ba§ alfo r = 60R unb T = 39344 . 60" 
ju fefcen ifl, fo liefert biefe gormel 

= 4?r 2 . 60 R 
(39344)' . (60) 2 * 

2luS ber Definition be$ Meters wei§ man, bafj 

2*R = 40 000 000. 

£urd> Subfriturion unb nad) Sluöfüfirung ber föefymng finbet man 

— J?L 
*~ 369* 
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(S$ fei nun A bie Straft, »elcfye bie QCtt^ie^tmg ber (Srbe auf ben Sfconb 
äufjern würbe, wenn beffen ÜKaffe in einem an ber (Srboberflädje liegenben $unct 
»ereinigt wäre. SDie biefer Äraft enfprcctyenbe ©efc^eunigung iji, »ie man 
im fofgenben Äapitef (9tr. 269) fefjen wirb, etroaö größer al« 9,81} wir 
nehmen nctyerung&veifc 9,82 an. 2Ran f)at alfo 

A 



m 



9,82 



h>orauö folgt X= 3^4 **** W (gö)*- 

golgii$ »erhalten jicfy bie Gräfte % unb A umgefe^rt wie bie Dnabrate bet 
2)iftau$en r unb R. hierin liegt ber Urfprung be$ üon Newton entbeef ten 
unb »on tym auf afle SBettfflrper auSgebe&nten ©ramtationögefefce«. 

241. ß 0 n i f a) e 8 $ e n b e (. — ©in jtarrer unb unbe^nbarer £>ra^t AM 
($ig. 29), ben »vir unö aber als nidjt fd;n>er benfeu, i|t burd) ein ©elenf 
(©garnier) mit beut $uncte A einer r<erticaien_ ©tauge AB verbunben, mltyt 
jid; um jfa) fetöfi brebt. 3)iefcr S)ra^t trägt in M einen ber <5a)roere unter* 
n>orfenen ^unet. 3>u c i ,tcm flcwtffen Stugenblicfe, in roefcfyem ber Dra^t mit 
ber JBcrtiealen AB ben SBtufel a bilbet, $aben Stange unb $)raf)t bie SBin* 
felgcfdmMnbigfeit w. 2Ran fragt, mlfye Mation gnotf^ert biefer SBinfel* 
gefd;n>inbigfeit unb ben JBejtimmung$|iü<f en be$ re#tn>infeligen $)reie<f $ AMB 
Irattfinben mufj, bamit ber fßunet M, unter bem 3ufammenn>irfen ber ©djroere 
unb ber (Spannung beö £)ra(>t$ , feine borijontale ©efdjttnnbigfeit behauptet, 
mithin fortroetyrenb ben ^orijüntaien Äreie bur$(5uft beffen #albmeffer MB tfi. 

2Bir fe&en BM = r, AB = h, AM = 1. £)er ^unet M wirb t»on 
gwei Gräften angegriffen, einer uerticafen, u>el#e fein ©eunetyt p ober mg ifr, 
unb einer bur$ beu 2)ratyt ausgeübten, meiere, wegen ber freien dinlenfung 
in A, immer bie Stiftung MA annehmen mujj. ($)ie 3ntenjttät biefer feiten 
Äraft iji bie Spannung beS SDratyteS.) Die JRcfuItantc beiber Gräfte mu& 
(234) bie l;cri$ontatc Stiftung MB $aben unb = mw'r fein. £>iefe bret 
Gräfte »erhalten jtd) wie bic tynen parallelen Seiten beö £)reiecf$ AMB (201). 
2>a()er gilt 

mw 2 r : p (ober mg) = r : h , 

»orauä folgt 

«1«=?, ober «*=r£rZ' [73] 
h 1 cos « 

SM mau in biefe formet bie SDauer T eine« Umfa>ung* einführen, 

fo fyat man 

T = ^ = 2 * V- = » V— = 2,006 Vü^ [74] 
wr g g 
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Sltmerfmtgen. — 1) Solange tie oecrieale Stange ni#t burc(> (Sin* 
wirfung irgenb einer &raft tyre ©efdmunbigfeit wedrfelt, (>at bie Starrheit 
be« SDra^td gar nidjtä baju beizutragen bajj bie [Rotationsbewegung be$ 
«ßuncteS M in bemfelben (Sange bleibt. 

SBirb aber bur$ eine dufjere Urfa#e bie Sßinfdgeföwinbigfeit ber 
(Stange »eranbert, fo nimmt ber $unct M oermöge ber Starrbeit be$ 2)ratyt8 
an biefer Slenberung Streit, unb ber Sßinfel a fudjt einen anbern SBerty an* 
june^men, ben er wegen beö ©etenfeö au$ erlangen fann, 

er 

2) Sit w gegeben unb ttnrb ber Sßmfef a gefügt, fo f>at man cos a — ~ 
9tun ift cos « immer < 1 j hieraus folgt bie Sebingnng w 2 > p unb 
bemgemd§ T < 2n\/^- , ober T < 2,006 VT, was ft# au# unmittel* 

VI cos a 
— — ergtbt. 

3) 2Benn ber föräge SDrafct CM (gig. 30) ni^t an ber 9(je AB ber 
oerticaten Stange, fonbern am ^unetc C eingetenft wäre, wefeber in fefter 
Söerbtnbung mit ber Stange fte&t, fo würben bie nämlichen gormein [73] 
unb [74] gelten; unter 1 wäre bann bie Streife MA gwiföen M unb bem 
S^mttpuncte ber MC mit ber oerticalen 2)re&nng$a$e 51t oerftefyen. 

242. Aufgabe, eine Umbre$nng$ftdc$e AMB (gig. 31), 
beren2l$eAx 0 er ttcatjre&t, bewegt ftdj gl einförmig um biefe 
51 5 c; eine fteine fa^were Jfcuget, wel$e man in einem belie* 
bigen ^unete M auf bie innere (gegen bie 9tje gewenbete) Seite 
ber gld#e legt, bltibt , natybem man ttyr bie ndmti^e 
2)refyung$bewegung mitgeteilt fyat, in relativer JRufye ge* 
gen bie gtädje. 2Ran f 0 II bie ©efiaft bejtimmen »ermoge 
welker bie glddje biefe 23ebingung erfüUen fann. 

J)ie gtd#e wirb bejtimmt fein, wenn bie (Suroe AMB gefunben ift 
wel#e ben Sdmitt ber burdj bie Urabrcf;ung$a$e getyenbeu (£bene MAx 
barfhflt. d$ fei MT Tangente biefer Guroe unb MN bie juge&örige 9ior-- 
male, welche sugteia) Formate für bie §td$e felbfl ift. 

SDie Aufgabe ge$t auf bie »orige gurürf. 2)er normale SBiberftanb MN 

ber ftldctye oertritt ben 3ug be3 2>ra$teö; bie ©rö&e h ber ©Md;ung w 5 = j- 
ge^t in bie Subnormale PN über 5 ber Sßertfc biefer Subnormaten, aus* 
gebrüeft alt gunetion ber SBinfetgeföwinbigfeit w , ijt affo PN = -5, 
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mithin confiant, — eine (Sigenfcfjaft , welche bie $arabet cl;arafteriftrt 
222, 116). 3nber Zfytt geben bte tyuftyen fcreieefe NPM, MPT 

PN : PM = PM : PT 

ober ?2 = tgT = ^, (©2. 220) 

y ax 

woraus folgt 

PN = y . g, ober i . dx = ydy; 
unb bur# Integration erhält man 

y _ w , . x, 

bte ©leicfmng einer Parabel. 

Die l>ier bcfproa)ene Umbre(jung$fiäd)e jetgt (wie man leidjt fietyt) bie 
©eftalt, wela)e eine fa>ere glüfftgfeit in einem @cfa§e anjnne^men firebt, 
wenn biefem eine gleichförmige 9lotattonfibeweguug nm eine fefte oerticate 
2tje erteilt wirb. 

243. Aufgabe, (Sin f^werer materieller $unct M, ber 
burä) gn> et gaben MA, MA' (gtg. 32) an gwei fefte $uncte A, A' 
gebunben tft, befdjretbt einen horizontalen &reiö oom£alb* 
meffer MB = r mit ber ©efctywinbigf eit v. 9Äan oerlangt bie 
Spannungen ber gaben MA, MA'. 

mv 

Die Gentripetalfraft % — tft bie föcfultante au$ ben beiben unbe-- 

fannten Gräften F, F' unb bem ©ewia)te p ober mg, welche al« oerticate 
Äraft wirft. «Serben bie Sötnfel BMA, BMA' bura) a unb «' bezeichnet, fo 
hat man (203) 

<i 

F cos « -f~ ™ cos a' = , 



mg -f F' sin «' — F sin a = 0, 

unb biefe beiben ©leichungeu erften ©rabeS enthalten bie fcöfung ber 2luf* 
gäbe. Sollten bie gegebenen ©röfcen in einem befonbern galle auf einen 
negatioen 2Berth für eine ber Strafte F, F' führen,, j. 23. für F', fo würbe 
biefj bebeuten, ba§ ber cntfprechenbe gaben ben $unct M im ©inne A'M 
gu fdjieben fucht unb folglich ftarr ju benfen ift. 

ÜRan fommt auf bie nämlichen ©leichungen, wenn man fagt, bie brei 
Gräfte F, F', p feien mit ber Gentrifugalfraft im ©leichgewicht. SefctercS ift für 
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fi# tfar; brttn t>ie ßentrifugalfraft ifi gta# unb entgegengefefct ber (Eenrri* 
petalfraft, welc&e f)\ex als tHcfuItante aus F, F', p auftritt 

244. Preisbewegung eine« ferneren ißuncteS in einer 
»erticaten (Ebene. 

Der materielle $unct M (gig. 33) tft, mittels eines gabenS OM, ge* 
$wungen, in conftantem 9lbfianbe r oon bem fefien ^ßunete 0 ju bleiben; 
wenn er feine työdjfte 2age A erreicht, beftfct er bic (Seföwinbigfeit a; im 
Uebrigen ifl er ber 6(&were unterworfen. öS tyanbett ftd? barum , für eine 
beliebige 2age M bejfelben feine ©efdjwinbigfeit uub bie Spannung Q beS 
gabeuS ju beftimmen. 

Die ©leidpung beS Effects ber Arbeit (216, 222) gibt (wenn x bie 
Dijians AB bc$eid;net um wctc&e bie horizontale MB unterhalb A liegt) : 
i my i _ t ma 2 = px 9 0 fc cr v 2 = a 2 -f 2gx; 

benn bie Äraft Q, mit welker ber gaben beu $unct M tyalt, erzeugt feine 
Arbeit, ba i^rc töidjtung MO in jebem Stugenblicfc fenfreefct auf bem betrie- 
benen 2Bege fie&t (77). 

Die in bie föicfctung MO fattenben recfytwinfetigen (Eompofanten ber 

HIV 2 

Strafte Q unb p muffen als atgebraiföe (Summe — geben, weil biefe ©ummc 

bie (Sentripetalfraft ifl (233). 3Kan fcat ba^er (unter 93ejeia)nung beS 2Bin-- 
fetS MOA bur<fy «): . 

„ , mv 2 r — x pv 2 

Q-f-pcos«=— ober Q + p— — =*'— , 

ober, wenn man für v 2 feinen SBerty a 2 -f ?gx fefct: 

n l « P x . P a * . 2 P X 

woraus folgt 

Diefe ©lei^ung töft in Jöerbinbung mit ber ©leitfmng v 2 = a 2 -f- 2gx 
bie vorgelegte Aufgabe. 

Der 9luSbru<f für Q la&t erfennen, baß biefe Äraft and) negatio werben 
fann, fo bafc fie im (Sinne OM anfiatt in bem bei ber 9ied?nung »orauS* 
gefegten (Sinne MO wirft. 3n biefem gaUc mu§ ber gaben flaTr gebaut 
werben. 

245. Die (Steigung 5 mv 2 — i ma 2 = px, ober bie glei#bebeutenbe 
v 2 = a 2 -h 2gx , würbe au# für bie Bewegung eines materiellen gJuncteS 
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gelten weiter ber SBirfung ber ©c^roere unterworfen, unb aufjerbem gezwungen 
ift ditf einer b e Ii e b i g e n <£u r v e ju bleiben, bie tym Mo« einen normalen SBiber* 
flanb barbietet. 23et biefer Annahme va&t bie ©leidmng nid)t nur für bie abwärts 
burd?laufenen Sagen beä bewegten inneres M, fonbern au# wenn er wieber 
anjieigt. Die Arbeit ber Schwere wäfjrenb beö Steigen^ ifi negativ; aber 
ber UeberfdwB ber w%enb beS (sinfenS cntwicfelten vofttiven Weit über 
bie barauf fotgenbe negative ifi ftetö px, n?enn x bie »crdnberlictye fcifianj 
bejetdmet um welche baS 23eweglid?e unter bie bnrti& feine Anfangslage gefjenbe 
^orijontalebene herabgefoinmen ifi. £at bie (Sutve eine fötale ©eflalt, ba§ 
fie burd? eine vetticale 5l$e in groct fmnmetrifche tfälfren geteilt wirb, fo flnb 
irgenb gwei fvmmetrtfd) gelegene 23ogenelcmente gleich unb werben mit gleiten 
©efehwinbigfeiten burd;laufen, folglid; aud; in gleiten 3eiten; jwifeben jwet 
beliebigen £ori$ontalebenen ift bafjer bie £>auer beS Aufzeigen« gleich ber 
be$ £erabftnfen$. 

246. Statt ba$ . 23ercegttd)e an einen gaben gu befeftigen, wie in 
^ir. 244, fann man auch annehmen, baffclbe gleite ofme Reibung über bie 
conveje Oberfläche eine« 25rebungöcvlinber$ mit horizontaler 5tre, wobei feine 
Slnfangägefcbwinbigfeit a am ^dd?fren ^unete A bie föidjtung ber Tangente 
am Streife AMC hat. 3n biefem gälte fann aber ba$ 23eweglict)e nur in- 
fofern auf b« glache bkibtn als bie Äraft Q in ber vorhergegangenen 

formet [75 J negativ ift. Daher mu§ - < Ifein, mithin — < p, 

b. h- ©e»i<$t mufe größer fein als bie ber 9tnfangSgefchwinbigfeit ent* 

fvrechenbe Gentrifugalfraft. Diefe Sebingung fann auch tu ber gorm - < \ 

auSgebrücft werben, b. h- ^ c $öhe für bie @efct)winbigfeit a mujj fteiner 
fein als bie «fralftc beS £albmejJcrS, bamit ber ßörver bei feinem Ausgange 
vom h<W cn $unct A auf ber glädje verbleibe. 

Die 3tb|ciffc x beS <punctes, wo bas ^Bewegliche bie gläche vcrlaffen wirb, 
benimmt fidj aus ber ©tetcbnng 

Q = 0 ober ~ + 3 ^ - 1 = 0, 

r a 2 

namttd? x = - — 

(Sollte berStörver auf ber coneaven glacbe beS GplinberS gleiten, fo 
müöte Q in ber gönnet [75] vojltiv fein; bie 23cbtngung roäre alfo: 
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§. 8. $d)n>in£ungen U» *infad)<n fltnbtU. 

247. Unter Beibehaltung ber Angaben in 9lr. 244 wollen wir ab- 
nehmen, ba$ 23eweglid>e ücrJafTc ohne 5lnfang$gefchwinbigfeit einen $unct 
ber ^erip^erie welcher nicht bem oerticalen SDurchmeffer angehört. 2)ie 33e* 
trachtungen in 9lr. 245 jeigen, ba&, wenn bie Sorauöfefcungcn ber Aufgabe 
oerwtrflicht werben fönnten, ba$ Bewegliche olme Aufhören Schwingungen 
»on gleicher 2Seife unb 3^tbauer nwd?en müjjte. ÜBeim öerfuche oerminbert 
fi# burch ben ßuftwiberftonb unb bur$ bie Reibung bie SBeite ber S#win* 
gungen jtcmlich ftynett, wenn fte anfänglich grojj war ; bagegen wirb ber 6m- 
flujj jener #inberniffe unmerflich, wenn bie Schwingungsweite fetyr Hein ge* 
worben ift, uub man fann bann bie 2>auer ber DSciflationen beregnen, 
inbem man oon ber Siörperlicfyfcit beö juut 9lufh<higen bienenben habend ober 
Stabes abjtet)t. 3 tt ^ c f £r theoretiföen Sluffaffung tyat man bann ein et n^ 
fa^eö <Bcnbel; ber £albmeffer be$ oom fchweren <Buncte betriebenen 
Äreiöbogenö iji bie Sänge beä Rubels. 

248. £auer fleiner ^enbclfchw in gungen. (gtg.34.) — SBenn 
ber oon A ausgegangene tfflroer in M angefommen ift, wirb feine ©efchwüt* 
bigfeit v burch bie gormel 

V = V2gx 

angegeben, welche, wie in 9?r. 244, au$ ber ©leidjung beö 9lrbeit^(£ffect$ 
gebogen ijt, inbem man burd) x bie ^rojeetton BP beS 23ogcn$ AM auf bie 
33erticale OC bezeichnet. Stimmt man oon M aus einen unenblicty Keinen 
©ogen MM' ober ds, meld)er in ber unenbli$fleinen fyit dt burc^laufen wirb, 
fo hat man auch n<>$ 

' = 5' * dt = v%- ™ 

Daburd? ift bie jur 3urücf legung bc$ unenblicty f leinen 93ogen$ ds aufge-- 
wenbete 3eit als gunetion ber 2änge biefeS Sogen« unb ber 9tbfciffe x ober BP 
auSgebrücft. 

Um bie $>auer einer £alb*Sd)wingung (b. i. be$ SaufeS burdj ben 93o-- 
gen AC) ju erhalten, h«* man biefen SluSbrucf für dt ju integriren, nadjbem 
oorl;er ds in x unb dx auSgebrucft worben ift. 3ief>t man bie Drbinatc M'P', 
fo ift PP' ber 3uwa#S oon x wetyrenb ber 3eit dt; alfoPP' = dx. 3)ie Oer* 
langte Delation jwifchen ds unb dx erficht man leicht aus ber gigur, wenn 
man ben £aibmeffer MO unb bie fleine äkrticale M'N (= dx) jieht. £)aS 
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unenblicfc Keine recfctwinfeltge SDreiecf MM'N ift bem Dreiecf OMP tynüfy, 
unb gibt 

MM' : M*N = MO : MP 

ober (inbem man MO = 1 unb MP = y fejjt) 

ds : dx = 1 : y j 
ldx 

al|o ds = y 

2)ur<$ ©ubftitution biefeS 2Bert(>e$ Don ds in [7GJ fommt 

dt = JL & 



Vig yVx' 

unb in bicfe gormel fönnte man leidet für y feinen genauen Sßertfy, in x 
unb befannten ©ro§en auägcbrücf t , einfuhren, £a aber bie fo erhaltene 
Function nicfyt $u benen gebort bie firf) unter cnblidjer gorm integriren laffen, 
fo oercinfadjt man fic jnerjt bureb bie 2?emerfung, ba§, wenn ber Sogen AC 
Hein genug ifi, ba$ Sßerijältniij ber Drbinate MP ober y $ur Scijiie MC feljr 
wenig oon 1 : 1 abweist, unb bajj alfo, wenn man antreibt 

€ebne CM 

bie »eränbertic&e 3a^ « immer nur um SBenigeö größer al« 1 fein fann. 

9iun ifi bie <5e&ne CM bie mittlere proportionale jwifc^en bem SDurcfc 
meffer 2l unb bem oeranberltttyen (Segment CP, wet#e$ wir bur# z be-- 
jeic^nen j nämii# 

CM = Vzlz; alfo y = £ 
unb ua# ©ubjiitution biefeö SBertyeS in »orjie^enbem SluSbrucf oon dt: 

2>ie ©nmme ber 93eränberli#en x, z ift conjrant unb = BC; bejei^nen wir 
fic burdj 2b uub mithin z bur# 2b — x, fo folgt 



a \/\ dx 



g 

ßä&t man bie Söeränberlityfeit ber 3af>l « unbcrücfftdjrtgt, unb fetyreibt 
bafür i, ober wenigfrenS einen conftanten Sflittetwcrtfj auö beu ocrfctyie* 
benen äöertljen bereu jle fctyig ijr, fo wirb e$ leicht, ben Wuäbrucf für dt 
gu iutegriren, entweber nac§ ben befannten gormefo ber Integralrechnung 



- 
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(f. 9lote ju Hr. 178), ober burc$ bte geometrifebe ONetfjobe weld)e (na$ «jßoncelet) 
tu 9ir. 178 angegeben würbe. 3» ©egtefcung auf ben fejjtern 2Beg ifr Vxz 
gleicb ber Drbiitate PL eineö übet bem SDurc^meffcr BC bcfd;riebenen #alb* 
freifeS. «Bcjctc^nct man burd? da ben Sogen LL' »clever auf biefem #alb* 
freife burdj btc horizontalen MP, MT' auögeübnittcn wirb, giefjt bic Heine 
93ertteale LH = dx unb ben #albmeffet LI = b, fo geben bie betben älm* 
lirfjen SDreiecfe LHL' unb LPI 

PL : IL = LH : LL', ober Vx7 : b = dx : d<r. 

SDte ©ubflitution be8 InerauS folgenben 2Bertye$ oon Vxz in bem 
Sluäbrucfe [77] für dt liefert 

*-SVJ-f, [78] 

unb bie§ ift bie 3eit, in meldet ber fleine Sogen MM' ober da burdjlaufen * 
wirb, ber gwtföen beufelben horizontalen liegt wie da ober LL'. 

Söctradytct man bie frty « atö = 1, welchem SSkrtye fle fel)r na^e 
fommt wenn ber 2Btnfel AOB Hein ifr, fo erbält man bte gange 3eitbauer 

ber #albf4>n>tngung bur$ 2JMtiplication beö confianten gactor -r VI 

mit ber oon B biä C genommenen Summe jener «einen Sogen oon benen 
LL' einer war, b. mit bem falben Umfang BLC = orb; unb bie 93er* 
boppelung biefeS $robuct$ gibt bie 3eit T ber gangen Schwingung ; uämltcb 

T = «r \A • m 
Sfnmerfung. £)a$ ^erabftnfen oon A na# C längs beä Kreisbogen« 
erfolgt in ber 3ett |-*\/^, wä>enb baöfelbe na<$ ber <Se^ne bte 

s 

tjt alfo angegeigt bur<$ \n = 0,785 . . . 



3eit 2 V ~ «forbert (mite (229). 5)aö 23er&5ftnt& biefer beiben 3eitr5ume 



249. Streng genommen ift ber 2Berty « VI ber 3ett etwa« gu 

. Wein, weil man eigentlich jcbe$ Clement berfelben bureb ben entfpre$enben 
SBerty ber oeränberlic^en unb 1 um ein SBenigeS überfieigenben 3 a ^l a 
batte multiplicircn foHen. 3 ut Sämling be$ begangenen ge!;lerö bemerfe 
man, ba& ber größte 2Bert£ »on a gur Anfangslage A gehört unb 
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CA 

= £g (gig. 35) tfh @3 fei ß ba$ afö befannt oorauögcfefcte unb burdj einen fc^r 

Keinen 23ru# bargeflcflte 23er(j<Utni& ber <5elme CA jnm £aibmeffer OA ober 1 
gällt man auf CA bie ©enfrec^tc OK, fo geben bie tyuftyen re#ttt>infetigen. 
SDreiecfe ABC, OKC 

CA : AB = 1 : OK. 
9tun ifl 

OK = \/\* — (J AC)* = y/l« - 2 0V, 



ba&er ^ 



SBegen ber ätemfyett »on ß fann biefer 2Bert& nur äujjerjt wenig oon 

Vi + £+ii ober »on 1 + £ 

abweisen 5 festerer SSertfc gibt aifo in fcf)r gro&er Stnnäfcerung baS SRarjmum 
»on a. 

2>a fona<$ ber (Soefftcicnt « in ber gormel [78] |Id> nur innerhalb ber 
©renjen 1 -f- g-.unb 1 »eränbert, fo mufj ba$ aritf>mctifd)e Littel auö 

8* 

biefenbeiben ©renjwertljen , nämli# 1 -|- ~, ber frrengen ©enauigfett fefcr 

nalje liegen, golglicfy liefert bie Integration ber gönnet [78] für bie $)auer 
einer <5#roinguug 



AC = 0,02 .1; ß = 0,02} ^ = i (Q 2 = 0,000025. 

SDiefer 2Bert(> oon ß entfprtttyt einer Schwingungsweite oon unge* 
fä&r 2 W 18'} fo nennt man namiid) ben Söinfel weisen baö <pcnbet mitjeber 
©djwiugung jutücfiegt. SBäre ber SBern) für ß boopelt fo grofj al$ er oben 

8* 

angenommen ijl, fo würbe bie fcorrec tton ^ fi# oeroierfadjen. 
250. $ie bei fetyr Keinen 6d)wingungen anwenbbare gormcl T = t 

Vi 

jeigt 1) bafc folcfye Schwingungen für ein unb baäfelbe Spenbel ober für 
jwei ^enbet oon gleicher Sänge ifoebron finb, b. t). immer oon ber näm* 
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tia>n fcauer , unabhängig oon ber SBeite; 2) bafj für gwei oerföiebene 
^enbet bic ©cbn>iugung$gettcn fia) »ersten wie Cutabratwurgefa bcr 
Saugen; 3) bafj man mit .gmlfe eine« ißcnbclä (gebifbet burd> eine Meine 
aber geroiebtige äugel, wetebe an einem (eisten gaben aufgefangen tfl) bie 
aus ber 6a>ere entfpringenbe 23efa)leunigung g meffen fannj benn man 

l>it g = ^ — — , wobei n bie 3a(>l ber ©#&unguugcn ifl wct#c in 

einer gewtffen.3eit t flattfinben. Unb ba bie ^Beobachtungen geigen, ba§ bie 

9faga$f - bcr ©cbioingungcn in ber ©ccunbe bei allen $enbefn oon gteidjer 

Sänge immer btcfclbe ifl, oon »eifern Stoffe aud) ber fa)n>ingenbe Körper 
fein mflge, fo ifl baburd) erliefen, ba& bie Seft^teunigung g bie nämtt$e für 
alle &5rpcr ifl, roeld>e an einem unb bemfelben Orte bem SBerfu^e unterworfen 
»erben. 

£>tefe ti) eoretifchen Stefuftate werben ihre ooflige praedfd^e ©raudjbarfett 
erfl erfangen wenn bic ÜBeioegung beö ^ufamm enge festen $penbet8 
abgehanbett fein wirb, maö in einem fpätern 5lbfd;nitte biefeS 33ucfeö ge* 
fa)efen fofl. 

251. SDte 5lebnticbfeit bcr in Olr. 178, 241 unb 248 erhaltenen gor-- 
metn gibt ©etegenbeit ju einer bemerfenöwertben 3ufammenflellung. 

SBirb ein materieller ^unet oon ber «Waffe m bura) eine &raft fx getrte* 
ben, welche feiner SDiftang x oon einem geometrifdjen $uncte feineö gcrabltm- 
gen 23eg$ proportional Heibt, fo ifl, tote wir (185) gefehen faben, feine 
©ewegtftg oScillatorifcb, unb bie £auer einer boppelten Döctttatton (b. \). bie 
3eit gtoifcben bem Stuögang oon einem dnbpuncte be$ 2Beg$ unb ber SBieber* 



95eim einfachen <|3enbel bewegt ft<b ber «ßunet auf feinem ßretöbogen 
ebenfo, wie er fid> auf einer ©eraben unter ber Söirtung ber langentialfraft be- 
wegen würbe. 3Mefe Äraft ifl in bem SlugcnMicfe, wo baö Scwegltcbe bic ßagc M 
(gig. 34) einnimmt, gleich feinem ©ewtebte mg multiplicirt mit bem (£oftnu$ be$ 
Stattete gwifeben ber Öerticalen unb ber Tangente in M, alfo = mg sin MOC ; 
unb ba biefer SBinfel fefr Mein ifl, fann man für feinen ©inuS ba$ »erhält* 
nifj be* Sogen« MC gum £albmeffer MO ober 1 fefcen. 93egeid>nct man 

ba&cr ben Sogen MC bureb x, fo tfl bie langentialfraft burch-p bargefteflt; 
ihr ttuäbrucf r)at alfo bie gorm fx, tnbem man = f fefct, worauf ? = - 



folgt, ©nbjlituirt man biefen SBerth in bem allgemeinen 3(uSbrucfe 2* 
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ber ÜRr. 185 , fo finbet mau bte Stauer einer boppelten Döduatton gleich 



2^ V — , wie fie jtch auö ber birecten Berechnung in 9Zr. 248 ergeben hat. 



Beim contf^en *ßenbcl (241) betreibt ber materielle Sßunct einen 
horizontalen Äreiö unter ber dinwirfung zweier Gräfte, einer »ertiealen mg 
(= bem ©ewichte beö ^unetö) unb einer gegen ben 9lnheftung$punct be$ 
£>raht$ gerichteten (= ber Spannung bcö 2)rabte$). £iefe beiben Gräfte 
haben eine horizontale gjefultante z, beren Oiichrung von bem beweglichen 
materiellen flutete nach beut SJiittelpuncte beä befchriebeneu ÄreifeS geht. 
25enfcn wir uns nun, ber materielle «ßunet werbe waf;renb feiner S3e* 
weguug in jebem Slugenblicf auf einen unb bcnfelben 2)urchmeffcr ML 
be$ ßreifeä (gig. 36) projicirt,*) fo bewegt [ich p * c $rojection N wie 
ein $unct oon ber SWaffe m unter ber dinwirfung einer Äraft, welche 
gleich ber Sßrojection oon x auf ML ifi (209). £tefe ^3rojection ifi aber auSge- 

bri'icf t burch y , n>enn x bie $>ifran$ BN unb r ben #alomeffer BN' ober BM 

bebeutet. 5Die oöcillatorifche Bewegung ber <ßrojection N erfolgt alfo in ber 
5lrt wie eä oermöge einer Äraft Don ber %oxm fx ber gall fein mu§, inbem 

man = f fefcen fann, worau« fich j = — ergibt. $>te $)auer T einer 



boppelten Deflation ifi baher 2« V — • Erinnern wir un« nun, baß bie 



Ärä'fte % unb mg ben (Seiten MB, AB beg $)rctccfd ABM proportional jtnb, 
fo höben wir 



wie auf birecterem SBege in 9lx. 241 gefunben würbe. 

§. 9. jBemeamifl eine* ferneren materiellen fluwto auf ber (ünelotbe, 

ohne l&eibnnfl. 

252. £)te merfwurbigen (Sigenfchnftcn ber in ber 9luff<hrtft genannten 
Bewegung h aDcn bie ©eometer beä achtzehnten ^ahrhunbertä oielfach be* 
fchäftigt. SBir wollen btefe (Sigenfchaften, ihrer Berühmtheit wegen, in Äürje 
barlegen, obwohl fie feine praettfehe ?lnwenbung finben. 

<S$ fei ABC (gig. 37) eine in oerticater (Sbene liegenbe Güdoibej bie 
«Bart« AC ifi horizontal; ber Scheitel B ifi ber tieffie $unct din fchwerer 



•) SDic $ig. 36 ifi als ©runt>* unb 3lufri& ju verfielen. 





mg : x = h : r, mithin — = — , unb folglich 
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$unct geht Don ber Sage H aus unb jtntt auf ber (Suroe ohne Reibung 
herab , in bcr %xt bajj er bfoö ber äßirfung bcr Schwere unb ber normalen 
föücfroirfung ber (£ur»e auSgcfefct iji 2Ran »erlangt bic Dauer be3 £erab-- 
finfen« »on H nadj B. Siegt II' in einerfei #orisontaMnie mit H, fo ift 
bie gefugte 3cit sugletcb bie Dauer be$ 9(uffieigen$ auf ber anbern «frälfte 
ber fcocloibe oon B biö H' (245). 

Die ©efdmunbigfcit bcö Äörperä bei feinem Durchgänge bureb ben 

*ßunct M ber (Euroe ift V2gy, wenn y bie Diftanj PI angibt um roeltbe 
ber $unct M unterhalb ber £orijonta(en HH' tiegt (245). 

Den $ogen HM ber (Euroc bezeichnen nur burd) s ; unb ds fei ber un* 
enblitb Heine Sogen MM' roefeber in ber ^tit dt burchlaufen n>irb. 2Ran 
hat bann 

£ = Vi7 o>e t * = ^- [80] 

Um bie 23eranbcrlicbe s ju climiniren , gießen n>ir bie #ort$onta[e MP unb 
bie Heine 93erticafe M'L, roefebe baö Differential dy oorfrcUt; ferner bie 9tor» 
male MN unb bic Jangcnte MT 219). Die beibcu (ejjtcrn ßinten febnei* 
ben bejiehungäroeife bie ^ortjontalcn AC, BT in ben $uncten N, Tj unb 
bic bieburd) begrenze Öinie NT ifl ber oerricale Durcbmcffer für bie - burch 
ben *punct M gebenbe Sage bc$ (SrjeugungöfreifcS. Da bcr 23ogen MM' 
als auf bie Tangente MT faücnb angefeben »erben fann, fo bat man ähnliche 
Dreiecfc MM'L, MTQ, unb au« ihnen bic Proportion MM' : LM' = MT : TQ, 
ober, n>enn TQ burch z unb ber Durdjmeffcr TN burd; 2r bezeichnet wirb: 



Dicfe ©feidmng ift bcr ftormel [77] in 9lr. 248 ähnlich, »enn man 
bort a = 1 unb 1 = 4r fejjt ; benn bie beiben »on ber 3eit abhängigen 
Öerdnbcrlichcn y, z haben and) tytt eine confiantc <5umme BI. (5$ folgt 
hieraus, bafc bie in 9tr. 248 ausgeführte Integration aud) im gegemr-ärtigen 
%aUt Slntoenbung finbet, unb mithin iji bic Dauer einer @d>n>ingung, b. t). 
beS SaufeS »on H biö H', nach ber formet [79] : 



roie beim einfachen Äbrct«**Penbct; boeb mit bem Unterfchiebe, ba§ auf ber 
docloibe bie SBcitc ber Schwingungen ein beliebige« Stücf ber <£ur»e um* 





[82] 
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fafien fann, ofyne ba§ bie ©(fytoingungSbauer fi<$ Änbert, wäfyrenb bie gor* 
rac( [79] fc^r Heine SrimungHitgcn oorauäfefct. tiefer (Sigenföaft wegen 
ifl bte dpcUube bte £autod>rone ((Suroe gleitet <5dmungung$bauer) ge- 
nannt »erben. 

®tnb bte ©#»ingungen auf ber (Soctoibe fefjr Kein, fo fann man fte 
beinahe alä fretäförmig betrachten, inbem man an bte ©teile ber duroe ABC 
ibren tfrümmungSfreia (DSculationofrei«) am ^unetc B fefct (®g. 260). 
9lun weifc man, ba§ ber ftrftmmunge^albmeffer für btefen <$5unct ba$ Stop- 
pelte oom $)urd?mef[er be$ ßrjeugungöfreifeö ifl (51); in ber formet [79J 
ber 9tr. 248 bot man ba(>er 1 = 4r ju fejjen, roa$ mit Obigem übcreinfltmmt. 

253. 2Mc gormel [81] fü>t auf eine merhoürbige Delation jwifdjeu 
ber Sange bcö (EttcloibenbogenS BM unb feiner oerttealen ^rojectiou BP. 
<S$ fei BM = s'; bann ifl MM' = — ds' unb LM' = — dz. ®efct man 
ba&er in [81] ds = — ds' unb dy = — dz, fo fommt 

ds' = \/lL.dz ober V7r.z~*dz; 
z 

unb bur# Integration oon z = 0 an : 

s' = 2V2rz ober s' 2 = 8rz. 

£ie& ifl bie gönnet für bie töectiftcation ber Gocloibe. Wlatyt 
man z = 2r, fo finbet man bie gange ber falben Socloibc BA = 4r = bem 
boppetten SDurcfynefTer TN. 

254. 2Ran (>at bereit« gefefjen C248, 2tnm.), ba§ bie gallbewegung 
eineö fötoeren ^unetö oon A nad; C (gig. 34) auf einem Kreisbogen, beffen 
Sangente in C &ort$ontal liegt , rafäer erfolgt al$ auf ber 6ef>ne biefeS 
ÜBogenö. 23on welcher 9lrt wäre nuu aber bie Guroe be$ moglidjflfdmellcn 
gallenä? JDtefe Stufgabe würbe oon 3o$ann23eruoultt 1696 gefleUt. 
€>icr folgt, mit einigen Stbänberuiigen in ber $>arflelhmg , bie gofung n>elä)e 
3acob Eernoulli, ber altere ©ruber 3o$ann'$, gegeben &at (Jacobi 
BeraoulU opera, 1744, tom. II, p. 769). 

feien M, M', M" (gig. 38) brei einanber unenbltcfc na&e liegenbe 
«Puncte ber gefugten (Euroe, unb y, y' bie oerticaten SDiftanjen ber ^unete M, M' 
oon ber £orijontaten AC, welche burd> benjenigen $unct gelegt ifl oon bem 
baö 33en>eglid>e o(me ^nfang$geföu>iubigfeit auSgefjt. 

SDie 3eit bee ^erabfinfenö oon M nad> M" ifl, na# ber gormet [80], 
auSgebrütft bur# 

MM' ^ M'M" 
V2gy Vägy 7 
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2>iefe %üt fofl ein ÜJitnimum fein in ©ejietyung auf afle bie SBcge 
roeldje ba$ 2?e»egli(fye für fein #erabfommen au£ M na<fy M" batte ein* 
fd?tagen fönnen. 3ft t»ie§ wirflidj ber $aü, fo barf burd> fyorigoutafe 93er* 
fdjiebung beö $)urd)gang$vunctö M' um eine Streife M'L, loelcbe in föfuf* 
ft$t ber gingen MM' unb M'M" unenbtid> flein ift, bie nnteroegö guge* 
braute Qtit nur eine 9lenberung erfahren n>e(rfje in föürftfdjt obiger Summe 
unenbttdj Hein erfcfyeinr. 9lun tjl bie £auer beä ganfö auf MLM" 

ML LM" 
-r 



V2gy Vvgy' 

ÜRit einem relativen %cf)kx, ber otyne (Enbe abnimmt wenn L nä'tjer unb uätycr 
an M' fommt, bat man ba^er 

MM' WM» _ ML LM" 



Vzgy V2gy' V2gy V2gy* 
ober 

MM' — ML LM" — M'M" rQQ1 

~ "VT ~ ~ V? ' 

2Ran $tef)e jefct LP fenfredjt ju MM', unb M'Q fenfre^t ju M"L. 3n 
ber erfreu ©feüfyung fann man für bie Sänge ML i(;re *ßrojection MP fefcen, 
welche fid) oon ityi nur um eine gegen LM' uncnbtid) Heine ©röfje untere 
Reibet (112); unb ebenfo lägt ft# für M'M" ifjrc *ßrojcction M"Q auf LM" 
fubjrituiren. $>ie liufe Seite ber ©Icidmng [83] erfyalt baburd) M'P ober 
LM' . cos MMIN jum 3<ibfer, bie redete LQ ober LM' . cos M"M'N". 2>ie 
©leidjung rebucirt ficfy atfo, na# SBeglajfung bc$ gcmcinfc^aftlid;cit gactor« LM', 
auf 

cosMM'N cosM"M'N" lOJ1 

SDurd) biefe Delation gelangt mau Icid;t gu einer 2>ifferenriaU@teid>ung 
ber gefugten (Enroe. $)a nämfid) MM', M'M" jtoci aufeinauberfotgenbe 
Elemente ber (Euroe ftnb, unb NM', M'N" tyre t;orf$onta(en Sßrojccttonen, 
fo fcfcen »ir 

MM' = ds , M'M" = ds' } NM' = dx , M'N" = dx' j 

cos MM'N = ^ , cos M"M'N" = ~ 
ds ds' 

#ierna# formt ft<$ bie @tct<r)ung [84] um in 



1 dx 1 dx 



y 



ds — Vy "ds" 



9ir. 254. 154 

woburdj offenbar auSgefagt n>trb, bafc für jeben beliebigen $unct ber (Suroe 
1 dx 

bie ©ro{je . -p conftant ift. 
vy 03 

2>iefe (Sigenföaft aber begegnet bie (Spcloibe, beren Urfprung A 
(gtg. 37) mit bem 2fu$gangöpuncte M 33ewegli<$en $ufammenfäHt. 2)enn 
für irgenb ein (Siemen: MM' (gig. 37) £at man bie Proportion 

ML : MM' = NQ : MN, 

ober , wenn man für MN ben Sßcrty \ // 2r . NQ fefct , bann NQ burd> y 
auöbrütft unb ben gemeinfd;aftlid;en gactor Vy entfernt: 

dx : ds = Vy : Vjjr, 

atfo 

1 dx 1 

t-t=- • 7- — = const. 

Vy ^ V2r 

gotglid) ift bie GurOe beö f^nellfren gaHcä oon A na# C 
(ober bie 93rad)pfrod)rone) eine Gpcloibe wela^e im Sluögangöpuncte A 
beä 33eweglid;en entfpringt. 

J)aö unocrmeib!id?e Auftreten ber [Reibung mad)t, ba§ biefc (Sigenfdwft 
unb bie beS Xautocfyroniömuä (252) fid) burd) 93erfud?e mit Körpern, wel*e 
über eine cpcloibifcfye Cberfläd;e gleiten, nidrt oerwirflidjcn (äffen. S&cewtfrf; 
richtig ifl, ba§ ein materieller <ßunct, ber an einem unbetynbareu gaben fwngt 
unb in (Schwingung oerfefct wirb, eine (Spcfoibe oon gegebener ©ejkft bc* 
fcfyrcibt, wenn man baä anbere ßnbc beö gaben« im gemeinfd;afttid)cn Ur* 
fprung D (gig. 37) jweier #afl> * Spcfoiben DA, DC befeftigt, weldje ber 
gegebenen congruent unb fo gefrellt ftnb, ba& ber gaben abwedtfelnb eine 
berfelben umfangt. $n ber <ßra$i3 aber fallen audj bei biefer flnnreia)en, 
oon «frupgtyenS ausgebauten Slnorbnung bie SRcfuItatc anberä auö, wegen 
ber SRaffe beS gabenö, feiner Straffheit, feiner SDetjnbarfeit, unb wegen be8 
Suftwiberfianbeö. 

2Kan jiefjt bem cpcloibifäen $enbel baß ßreis <}knbel oor, weldjeä, 
wie ßaplacc fagt, ^inreicfyenbe ©enautgfeit felbft für bie Sljtronomie gewahrt. 



Digitized by Google 



prittfü Jiapitrl 

* 

3tetati\>e Bewegung eine« materiellen *ßunctö in Sejiehung 
auf eiu uur»eranbertiche$ geometrifd?e8 ©yflem, meines 

fetbfl in 33e»egung ift. 



255. 2Btr roenben uns prücf ju ben früher (9Zr. 34 u. f.) angefteflten 
^Betrachtungen über bie Bewegung eine« *ßuncts bezüglich eines ftarren geo* 
metrifdjen Suterns, welches felbft in 23cn>egung begriffen ift, nur benfen 
uns, ein in bie Senkung biefeS <SuftemS unbertni&t mithmeingejogener 23cob* 
achter richte fein 5lugenmerf auf einen materiellen $unct, unb festerer be* 
roc^e ftch auf irgenb eine SBeife »ermöge feiner 2lnfangSgefchNiubigfeit uub 
»ergebener Ärafte, welche in jebem Slugeublicf feine abfofute Bewegung im 
Flaume mobificiren. 

Slufjerbem bafj biefer Beobachter als wirflitye ©cfdnvinbigfeit beS 23e^ 
roegtichen auffaßt was bloS beffen relattoe ©efchaünbigfeit ift (37), »r-irb er 
auch bie fcheinbare 23erocgung aus Gräften herleiten tocidjc im HUgemetneit 
»on ben nurfiid; tätigen oerfdueben finb. &reht ftch j. 33. baS geometrifche 
SöergleichungSfttjtem gleichförmig um eine fefle 2lr,c, unb ift ber btobafyktt 
*Punct im föaume feft, fo wirb es ben 5lnf#cin haben, als bcfdjreibe biefer 
*Punct um bie fefte 9lje einen Äreis mit gleichförmiger ©efd;n>inbigfeit , unb 
fei folglich oon einer conftanten centripetafen SRefultante gerrieben (234); 
roetyrenb in ÜBahrljcit bie SRefuttante ber Gräfte, »eiche auf biefen $unct 
roirfen fonnen, null ift. 2)iefe 23emerfung leitet auf Unterfuchungen, mit 
benen ftch bie beiben Paragraphen biefeS ßapttels $u befchaftigen haben »erben. 

§. t. Hon ben fdjeinbaren Gräften in bem JFaUe w ,ba* fjeo- 
ntetrifd)e H>erflletd)tmö9fn|iem eine ^raneltttionebemegnnfl !>at. 

256. 3n>ei ©äfce finb rorauSjufchicfen. 

©rfrer 2ejjtfa|. SBerben mehrere materielle $uncte, welche 
in einem geroiffen 5tugenb(icf gleite unb parallele ©efd;rotn* 
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bigfeiten in einerlei ©tnn beftfcen, »on biefem 9lugenbli<f 
an burd> Gräfte angeregt, welche in gleid)em ©inue parallel 
finb unb fi<$ »ermatten wie bie Staffen ber »on iljnen ange* 
griffenen «ßunete, fo erhält baä ©pfiem biefer *)3itncte eine 
iranölationöbewegung (44). SDtc§ ifi leidjt eingeben, wenn man 
ft<$ 9ted?enfä)aft gibt »on ber 2Birfung jeber einzelnen Straft auf ben $unct 
ben fie angreift (208). Sßarcn §. 23. »erfdnebene Äörper im leeren SRanme 
mit gleiten unb in einerlei Sinn parallelen ©efd)winbigfeiten emporgeworfen 
nnb bann ber ©d)were überlaffen worben, fo würben fie eine gemeinfame 
$ranölatton$bcwegung annehmen. 

257. 3toeiter 2e$rfafc. 3fi in einem gewiffen Anfang«- 
augenblitf bie ©efebwinbigfeit eine« materiellen *Punct« bie 
föefultante jweier ©efcbwtnbigfetten u, w, unb ift bie ben 
*)Nnct angreifenbe ©efammtfraft bie föefultante zweier 
Gräfte F', F", weld&e wabrenb eines 3ettraum« r conflant 
bleiben, fo ifl bie ©ebne AM ($ig. 39) beS »om Seweglicben in 
biefer 3 et t burtfjlaufenen 23ege$ bie geometrifcf) e 9lefultante 

au« ben gerablinigen SBegen ur, wt, - — t 2 , t 2 , welche 

i tu * m 

ben einzelnen ©cfd)winbigf citen u, w unb ben einzelnen 
Ärdften F', F" entfprecfccn würben; wobei man namlicb unter ber 
geometrifdjen ftefultante mebrerer ©eraben bie fiinte »erftebt, ju weldjer mau 
gelangt wenn man an biefen ©eraben (als geomctrifd)e fcompofanten ange* 
fefcen) btefelbcn Gonftructionen »ornimmt wie wenn c$ fl# um bie »efnftantc 
oon Gräften ^anbelte welche buref) bie genannten ©eraben bargefrellt waren. 

(Sö fei v bie abfolute ^nfangegefebwinbigfeit, alfo bie ftefultante au$ 
u unb w; unb R fei bie Äraft weldje aus F' unb F" refutttrt. $ie ©ebne AM 

ifi (208) bie diagonale beS «Parallelogramm« auö AB = vt unb AC = — r*. 

2Ran fte^t nun lei^t, ba§ AB bie geometrifd;e föefultante für ut unb wt 

1 F' i F" 

ifl (37), wäfcrenb AC bie föefultante für --t 2 unb 2^" T * °ötfleat 

(200) ; unb \}kxm$ folgt ber obige ©afc , welcher fid) offenbar auf beliebig 
»iele ©efebwinbigfeitö > ßompofanten nnb Ärafte ausbeuten lä&t. 

258. SBir ge&en nun gu ber Unterfinning über wel^e in ber 5luffd)rift 
biefcö Paragraphen al3 ©egenftanb beSfelben bejeia)net ifi. 

Aufgabe. SDie «Relation ju finben jmif^en ber ftefut^ 
taute wirfltdj »orbanbener Gräfte, wcla)e einen materiellen 
$unct angreifen, unb ber fdjeinbaren ©efammtfraft wel$e 
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ber relatioen Bewegung beSfelben cntfptt^t, wenn baS geo* 
metrifche Sljcn * (Sofiem eine beflimrate XranSlat tonSbewe* 
gung &at. 

3n bem befonbern gattc, wo ber materielle *ßunct in relativer SRu^c ift 
uub alfo nur oon ber SrauSlatiouebewegimg ber 9l$en mitgenommen wirb, 
mu& 3»eicriei jiattftabenj nämlich (256): 1) in einem Slugenbltef e , melier 
als ber anfängliche betrachtet wirb, beftfct ber $unct eine erlangte ©efchwin* 
bigfeit gleich ber gemeinfamen ©efdjwinbigfcit aller mit ben 5tjen oerbuube* 
neu fßunete in biefem 2lugenbuefe; 2) oon jenem 9Iugenblicfc an wirb ber 
materielle $unct in 2Birf liebfett oon einer ßraft angeregt, welche fdbig ift, 
feiner erlangten Bewegung bic Befcbleunigung unb bte Krümmung ber ge* 
meinfamen Bewegung mitzuteilen (239). SDiefe % r a n S p o r t f r a f t (force 
d'entrainemcnt), welche conflant ober »eränbcrlieb ifl, je nach ber Strt in 
welker bie 3tjen ftcb bewegen, foll im golgenben bureb F e bezeichnet werben. 

9cacb biefer Bemerfung fefcren wir zur »orgelegten Aufgabe in ihrer 
ganzen Slllgemeinheit gurücf. 

(SS fei A (gig. 40) bie gage beS Bewegitcben im betrachteten 9lugen* 
blief; V fei feine abfohlte ©efd)winbigfeit, welche fieb jerlegt in bie SranS' 
portgefebwinbigfeit V« beS 9l$en|>ftemS unb bie relatioc ©efdjwinbigfeit V f 
beS Beweglichen (38). SDie abfolute ©efammtfraft F (ober bie ftefultante 
ber Sräfte welche ben materiellen <ßunct in SBirflichfeit angreifen) zerlegen 
wir in jwei ßompofanten; bie eine fei bie oben erflärte XranSportfraft F e j 
bie anbere, welche wir burch F r bezeichnen, wirb bann nach 3ntenfität unb 
Dichtung beftimmt fein (207). 

9cach bem ßehrfafce in ftr, 257 erl;ätt man bie 2age M beö Bemeg-- 
lichen nach 3«t r (wdhrenb welcher bie Gräfte F, F., F r als confrant 
angenommen werben), wenn man baS <Polugon ABCDM conffruirt, beffen 
Seiten parallel fmb mit ben als (Sompofanten geltenben ©efchwinbigfeiten 
unb Gräften, unb gleich ben ©rojjen 

Vr I^t 2 Vr ÜIt« 
V,t, 2m r, Y,r, 2m t. 

9Zun wirb währeub biefer $cit ber geometrifche $unct A, ben man an 
bte 9C$en gebunben benft, nach c gerüeft fein, wie es mit einem Beweglichen 
»on ber ÜKaffc m in golge ber 9lnfangSgefchwinbigfeit V e unb ber Äraft F c 
ber gaU gewefen wäre, unb bie 2($en beS ©pfiemS, welche man im anfange 
liehen 2lugeiibli<f burch A gelegt benfen fann, haben fich nach C verlegt ohne ' 
Slenberung ihrer Dichtung (ba bie Bewegung ber 9ljen tranSlatorifd; iji). 
£>em mit ben 2t$en fortgetragenen Beobachter wirb cS alfo fd;einen, baS 
Bewegliche fei oom Urfprung C nach M gerüeft oermöge ber SlnfangSgefcbwin* 
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bigfeit V r unb ber Äraft F r , 2>ie Äraft F t ift folglich bie fcheinbare ©e- 
fammtfraft welche beftimmt werben feilte. 

259. 2)ie relative Äraft F r , ober bie fd>etnbare ©efammtfraft bei ber 
relativen Bewegung , tagt fich als SRcfuttante betrachten ans ber wirf lieb be- 
jiefjenben ©efammtfraft F unb einer Äraft — F e n>eld;e ber ÜranSport^ 
fraft F e gleich unb entgegengefe&t ifi. SBenn alfo bei einer ^Bewegung foleber 
Art, wie nur flc für baS 5öergfeirt)nn£j^fv>frem angenommen Reiben, ber in 
9lr. 255 erwähnte Beobachter bie föefultante F ber in SBabr^cit tätigen 
Gräfte fennt , . fo miijj er biefe mit ber Straft — F, gufammenfejjen um jict) 
bie Bewegung beS betrachteten <punctS ju erfldren. 

260. Sfomctfttttgen. — SBdre bie Bewegung ber 33ergleid?ung8ajcen 
gerabtinig unb gleichförmig, fo würbe bie Äraft F f null fein; bie relartoe 
©ewegung unterschiebe jtcb von ber abfoluten nur htnfichtlicb ber 9lnfang$* 
gefchwinbigfeit. £dtte in biefem gallc bie Äraft F conftante Sntenfitdt unb 
Dichtung, fo würbe bie im ffiaume wirflieb betriebene paracet burch eine 
aubere Parabel oertreten werben , beren £auptaje parallel $ur Äraft bliebe. 

3ft bie Äraft F null, nnb folglich ber $unct enrweber in töuhe ober in 
gleichförmiger gerabliniger Bewegung, wdhrenb bie Bewegung ber Ajen Oer* 
duberlich ijr, fo rebucirt ftch bie fcheinbare Äraft F f auf — F e . 

§. 2. Von ben fdjeinbaren $tcaft«n in bem JaHt m bie Vtt- 
0leidjun05O«n eine Votattonabeuiegung Kobern 

261. Aufgabe. 2)ie fcheinbare Äraft $u befiimmen weld)e 
ber relatioen Bewegung eines materiellen ^unets entfprtcht, 
wenn baS ©hfiem ber 5BergleichungSa$en fich gleichförmig um 
eine fejie Slje breht. 

(ss fei a> bie SBinfelgefchwtnbigfeit beS 9l$enfr;fiemS, welches fich um bie 
in 0 projictrte ©erabe breht (gig. 41); A bie Anfangslage beS ^Beweglichem 
r feine $)ijian$ oon ber feiten ©eraben 0. 

3n bem befonbern galle wo ber materielle ^Junct in relativer Kühe ifr, 
alfo bloS oon ber Rotationsbewegung um bie ©erabe 0 mitgeführt wirb, gilt 
nothwenbig gotgenbeS : 

1) $n btm 8 um anfänglichen genommenen 3lugcnblicf ^at ber materielle 
Sßunct bie ©efebwinbigfeit «r ($um #albmeffer AO fenfreebt im (Sinne ber 
Bewegung beS ©yfiemS) erlangt; 

2) 2)erfelbe ij* unabldBig von einer (Sentripetalfraft ma> 2 r angegriffen 
(238), welche bie SranSportfraft barjieHt. 
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ftr. 262, 263- 



262. Sßir wollen nun ben gaö betraute«, wo bie abfotute Bewegung 
bc$ materiellen $unctS gerablinig unb gleichförmig ift, b. h- wo berfelbe, 
nac^bem er im SlnfangSaugenblitf eine gewiffe früher erlangte ©efebwinbigfeit 
febon beftjjt, oon feiner Kraft mehr irgenb eine (Einwirfung erieibet. 

(SS fei V jene abfohlte ©efdjwinbigfeit , beren Richtung wir in einer 
jur fefien ©eraben 0 fcnfrecfyten Sbene annehmen; unb biefe (Sbene fei bie 
ber gigur. 2Sir ^erlegen V in $wei ©efcbwiubigfciten ; bie eine fei bie 
JranSportgcfchwinbigfeit V e = wr längs ber Sangente AB ; bic anbere (Som* 
pofante ifi bie relatioe ©efrt;winbigfctt V r längs einer ©eraben Ax. 

Raa) einer unenblid) fletnen &cit dt hat ber materielle $unct bic gerabe 
©treefe AM = Vdt gurftcf gelegt j er befinbet fleh am (Snbpuncte M ber ge* 
brochenen ftnic ABM, beren eine ©eite AB — cordt längs V 0 liegt unb 
beren anbere ©eite MB = V r dt parallel $u V, ifr. 

263. Angenommen, eS ^abe im 9lnfangS*5lugenblicf bie eine ber 23er-- 
gleidjnngSajen bie Richtung Ax oon V r . Raa) ber ßeit dt liegt ber Urfprung 
A in A', wobei für ben Sogen AA' ber SBerth wrdt oon AB gefegt »erben barf ; 
unb bie 5Q;e Ax hat bie ßage A'x' angenommen, weld;e mit bem «fralbmeffer 
A'O einen Sßinfel OA'x' = OAx macht, woraus folgt bajj ber SBintel 
jwifchen ben ©eraben Ax, A'x' gleich AOA' ober wdt ift 

gur einen Beobachter, ber bura) bie Rotationsbewegung ber Berglen 
dmngSajen fortgeführt wirb, hat ber materielle ^nnet febeinbar eine (Suroe A'M 
betrieben, welche in A' bie anfeheinenb unbewegliche 2l$e A'x' berührt ; benn 
bie 9lnfangSgcfa)wtnbigfeit ber relatioen Bewegung h«t bie Richtung Ax, unb 
biefe ifi in A'x' übergegangen. 

Rimmt man auf AV eine fiänge A'M' = BM , jieht M'N gleich unb 
parallel mit A'B, unb oerbinbet N mit M burch einen Kreisbogen NM ans 
bem SDcittetyuncte B , fo hat man 

A'M' = V r dt. 

$>cr Beobachter, welcher ben Uebergang beS Beweglichen aus A' nad; M 
für eine abfolute Bewegung hält, betrachtet biefe Bewegung, nad) bem ßebr* 
fafce iu 9er. 257, als bas (£r$eugni& ber SlnfangSgefchwinbigfeit V r welche 
für fta) allein baS Bewegliche burch A'M' geführt hatte, unb einer Kraft 
welche im ©taube wäre eS in ber 3eit dt aus ber Ruhe oon M' nach M $u 
fchaffen; biefe Kraft verfällt in jwei Gompofanten , oon benen bie eine F' 
bas Bewegliche oon M' nach N, bie anbere F" oon N nach M brächte. £)ie 
Kräfte F', F" müßten bie ©leichungen 

1 F' 1 F" 

M ' N =2m dt '' NM =2m dt2 

beliebigen. — SDa nun M'N = A'B, fo fauu man, mit einem gehler ber 
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um fo e£er gu tiernacfylafwgen ifi je fleiner dt wirb , für M'N bic ^ptoieetton 
Don BA' auf ben ^atbincffer AO fejjenj unb tyierauö fcblte&t man, inbem 
ber 23ogen AA' mit feiner ©etyne gufammenfättt : 

M'N = — 2 = .jcü'r dt 2 . 
2r 

9lnbererfeitö &at man, »eil bic ©elme NM auf tyren Sogen fällt unb 
bieSffiinfel MBN, AOA' einanber gleicb ftnb: 

NM : BM = AA' : AO ober NM : V r dt = wrdt : r, 
alfo NM = V> dt 2 . 

Durcb ©ubftftution btefer Stuöbrücfe für M'N unb NM in ben beiben 
»origen ©leid;ungen erfjätt man bie fragilen Ärdfte : 

F' = moj 2 r = mwV e unb F" = 2mwV r . 

264. Die Oicfultante ber Gräfte F' unb F" tfl bie gefugte relative 
ober fc^einbare ßraft. 

Die erjie Gompofante F' l>at bie Sntenfität ber Sentripetalfraft (238), 
welche ben beweglichen $unct wa&renb ber Dotation ber 9l$en in fdjeinbarer 
tönfye 5U erhalten öermag; aber flc ifi bcrfelben gerabc entgegengefcjjt , benn 
ber SBtufel ber ©eraben A'B mit bem £albmeffer A'O fann einem flauen 
fo nafye gebrad;t werben als man nur will. Die toaft F' beftyt baber bie 
Sntenfität, bie föicbtnng unb ben ©inn ber (Eentrifugalfraft (235) weiche 
ber SBinfelgefcbwinbigfeit w , ber 2Rajfe m unb ber r»eranberli#en Diftonj r 
entfpriebt. 

Die zweite (Eompofante F", J>eren Sutenjität 2mwV r ifl, jte^t , wie bie 
©e&ne NM, fenfrecfyt auf ber töicbtung A'x' ber relativen ©efctiwtnbig* 
feit, unb bilbet gugteieb einen regten SBinfel mit ber 9iotation$a$e 0. Der 
©inn in welkem biefe ßraft wirft ijl übrigen«, wie bei NM, ber entgegen* 
gefegte r>on bem 9totation$*©tnne ber ©eraben Ax welche bie Stiftung für 
bie fctyetnbare ©efcbwtnbigfeit be8 beweglichen ^unets angibt. 

265. Unterfucben wir jejjt ben gafl, wo bie ©efebwinbigfett V niebt, 
wie wir (262) angenommen haben, recbtwinfelig gur 9iotation$aje 0 ifl, fo 
fann biefelbe in brei ©efa)winbigfeiten gerlegt werben; bic erfte fei V, längs AB; 
bie zweite U r in ber jur fefkn 2l$e 0 fenfreebten (Sbene ber gigur; bie britte W r 
parallel $u btefer 2lr.e, fo ba§ jxe ffcb in A projicirt. (Die jwei $u einanber 
{entrechten ©efcbwfnbigfeiten U r , W r ftnb bie ßompofanteu ber relativen 
©efebwinbigfeit.) £at bie ßompofante U r bie Dichtung Ax unb bie in 9ir. 262 
bureb V r bezeichnete 3ntcnfität, fo wirb bie Bewegung beö materiellen $unct$ 
nur barin »om üorigen gafle oevfa)ieben fein, ba& jcjjt ber $unct M ber 
gtgur bie $rojection be$ ^Beweglichen auf bie ebene OAx nacb ber ßeit dt ifl; 
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ber materielle glittet fctbfl aber wirb fid) üon biefer (Sbene um bie @r5§e W.dt 
entfernt r)aben, »ermöge ber ©efebwinbigfett W r unb olme baä (Sinfcbrettcn 
irgenb einer Straft. £>af>er »erben bie jur (Sbene OAx parallelen föein* 
baren Strafte F' unb F" no<b bie »origen fein, b. i. 

F' = mw*r = mwV., F" — 2mwU,. [85] 

266. 3ft ertbüdt) ber materielle $nnct oon wirflia^en Straeten ange* 
griffen welche bie föefultante F baben, fo erfdjetnt bie retartoe Bewegung 
al$ baö gemeinf$aft(t$e drgebnijj nu$ ber relatioen SlnfangSgcfäwtnbigfeit 
unb ber Straft F, wefa> in jebem Sliigcnblicf nad[> ü)rcr wahren JRidjtung ju 
nehmen unb mit beu fcfyeinbaren Straften F', F" ju oerbinben i|r. 93ergleia?t 
man nämlicb bie 8agc> meiere im gegenwärtigen $aUe ba$ $cweglid>e naety 
ber Seit dt einnimmt, mit beteiligen we(ä)c frattfanbe wenn bie Straft F null 
wäre, fo fter)t man, ba§ bie £>i|"ian$ $wifd>en biefen beiben Sagen, wcldje bie 

1 F 

JRid;tung unb beu ©inn ber Straft F &at, - - dt 3 beträgt-, ba aber biefer 

Söettr) unenbttd^ Hein gegen ben Sßinfel wdt ber Sljen Ax, AV ift, fo ifl 
e$ tyinftcbtlicb be$ (Effects ber Straft F ntd^t möglich, bie relatioe ober fabeln* 
bare 9(enbcrung iljrcr Stiftung wÄljreub jebe$ fleinen 3 c i t? 3 K ^roattö in 
töcdwung ju gießen, für wefa)e$ biefe föid^tung im abfoluten Raunte al$ con» 
ßant angenommen würbe. *) 

267. 5E>ie oorftebenbe attgemetnere Xtyeorie wirb man leicht betätigt 
finben wenn man auf bie beiben einfad;fien ^aUe jurüefgebt. 

1) 3fi fr** materielle $unct in relatioer 9tul>e (261), fo ifl 
bie abfodtte ©efa^winbigfeit V = wr. £ie anrflid) beire^etibe Straft ift F = mw 2 r, 
im 6inne AO. £a bie föeinbare ©efebwinbigfeit ü r null i|t, t)at man F" = 0. 
£aber bleibt für bie 3nfammcnfe^ung mit ber Straft F nur nod; F' = mw^r, 
im entgegengefefcten Sinne oon AO. Die töefultante biefer 3ufammenfe|jung 
wirb null, wie es fein muß. 

2) 3fi ber materielle <|3unct in abfoluter föulje, fo ifl bie 
Straft F null ; bie relative ©efct)minbigfett ijt wr = U, , bem Sinne na# ent* 



*) $5iefe fc^&ue Ibeorie flammt von ßoriolf«, unb würbe t>on if>m in ber »ollen 2111- 
gemeinljeit bewiefen »eldje bie 3 n fi n itejtma(red}nung gefiattet. 3n bem oben 2Rit* 
geseilten war eil um einen elementaren SeroetS ju ttyun, unter öefd^räufung auf ben 
einjißen %aü welker in ber Sbeurie ber a»afd)iuen Slnwenbuna jinbet, namlidj auf 
bie 9iotatiorifibewe«ung um eine fefte 2li,e. 

JDie llnterfudjungen »on Sortoli* über biefen ©egenftanb ftob abgebrurft im 
Journal de l'jficole p oly tech niqu e , cahlers XXI et XXIV. 
g)«lana«r'l SWtd&auff. L H 
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gegengefefct ber Rotationsbewegung ; bie Äraft F" wirb 2ma>*r unb ift läng« AO 
gerietet; fefct man alfo biefe Äraft mit ber 6entrifugalfraft F' = m<u 2 r $u» 
fammen, fo ergibt ftch gute^t als febetnbare Äraft eine Gentripetalfraft mw'r; 
ein Refultat welches für fieb flar ijl, ba ber mit ber Rotationsbewegung ber 
SJjen entführte ^Beobachter bem materiellen $uncte eine Preisbewegung mit 
ber ©efchwiubigfeit or auftreibt. 

268. SDer jährliche Umlauf ber Grbe um bie Sonne ifr golge einer 
SlnfangSgefchwinbigfeit unb ber Ansehung welche bie Sonne fortwährenb auf 
alle Sbeildjen ber (Srbe ausübt. Solange fid;'S um bic gewöhnlichen meeba-- 
mföen Gr Meinungen fcanbelt, fann man annehmen , biefe ^Cnjic^img rufe in 
jebem «Hugcnblicfe parallele tfrafte beroor, welche auf fämmtlta)e materielle 
$uncte ber (Srbe proportional ju ben SKaffen berfclben wirfen; woraus 
folgt (132), bagmau oon jener 9ln^e()"ng ganj abfegen fann, ohne bag ftch 
an ben oon uns beobachteten relatioen Bewegungen etwas anbert. @ben fo 
fann man fi$ bie ©efa>inbigfeit bcS <£rbmittelpunct8 btnn*9bcnfen, welche 
ungefähr 30000 Bieter auf bie Secunbe betragt j benn biefeS £inwegbenfen 
fommt barauf hinaus, bag man jebe wirflich »orfjanbenc ©efcbwtnbtgfett mit 
jener ©efebwinbigfeit oon 30000 2R., in entgegengefefctem Sinne genommen, 
' jufammenfefct , woburdj jtcb bie relatioe Bewegung nicht oeränbert. £)ann 
gilt aber bic (Srbaje , welche in SBahrheit fehr nahe parallel mit fleh felbft 
fortfehteitet, als unbeweglich , unb ber fejte ßrbförper bilbet ein Spjlem 
baS Ä$ gleichförmig um biefe 5lje breht. 

Die SDauer jeber oollenbeten Umbrehung in biefer Rotationsbewegung 
hei&t ein Sterntag (ogl. 9er. 56) unb betragt 86164", alfo um 236" 
weniger als ber mittlere Sonnentag. ÜHan h«t baher in biefem gatle 

M = 8^4= 45si = 0 ' 000073 -' 
woraus folgt, bag für bie ©efdjwinbigfeiten V r , welche wir $u beobachten 
©elegenheit fyaUn, bie Äraft F" Q= 2mwU r ober 2 ? a>U r ^ gewöhnlich 

ein fehr ftemer S3ruchtheil beS ©ewiebts p ift unb oernacblägigt werben fann. 
(Sin befannter SBerfud), bei welchem ihr (Sinflug ftch funbgibt, befreit barin, 
bag man einen fehr büßten fugclförmigen Körper aus einer großen £öhe 
herabfallen tagt, obne ihm irgenb eine 5lnfangSgefchwinbigfeit gu erteilen; 
bie Stelle beS 9(uffallenS liegt, wie man weig, um eine fteine 3Dtfian$ öfllich 
»om guge ber Berticalen welche burch ben 9luSgangspunct beS Körper« 
geht. 

Sßtrb F" oetnachtägigt, fo ^at man, um bie fcheinbare ©efammtfraft gu 
erhalten welche ber relatioen Bewegung eine« materiellen ißunctS entfpricht, 
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bte reellen Gräfte nur noch mit ber Sentrifugalfraft F' gu oerbinben. Unb 
fo machen wir es in ber Xf)\\t inbem wir für bie Straft, n>c(d>c bie ©raot* 
tatton ber Grbe auf einen Äörpcr übt, biejenige Straft fubfiituiren bie nur baS 
©ewteht biefcS ÄorperS nennen, nnb weld>* eigentlich bloS bie Stefultante aus 
ber NngiehungSfraft unb ber Gcntrifugalfraft ift. 

Senn wir fagen, ein im Iceren töaurae geworfener Äörper fei ber 
SÖirfung feine« ©croichts überlaffen unb fenfe ftch in ber 3"* 1 um 
£öbe i gt*, fo liegt in biefer 9lnbequemung an bie äußere <£rfd;einung eine 

boppcltc 5lbweid)ung oon ber eigentlichen Söahrheit. 3» SBirflichfcit (unb felbft 
wenn man bie grbaje als unbeweglich betrachtet) ift bie Straft , welche einen 
im leeren {Räume ftd; übcrlaffenen Störper augreift, größer als baS ©ewicht 
biefeS StörpcrS ; aber er burchfällt aud; einen großem uerticaleu {Raum als 
ben »on und beobachteten, weil wahrenb beS gallenö ber SluSgangSpunct, als 
geometrifcher $unct betrachtet welker an ber ^Ijenbrchung ber (Srbe Xtytil 
nimmt, felbcr um ein ©ewiffcS unter bie urfprünglidjc .g>ortjontalc(>cne he-rab- 
fommt. ©eibe gehler heben fleh auf, wie in 9fr. 138 im 93orauS angezeigt 
worben tjt. 

. JÖon hi« an werben wir uns .wieber, wie früher, an bie gewöhnliche 
Sprechweife hatte», bei welcher bie (Srbe als unbeweglich gebaut wirb. 

269. ^Berechnung beS (SinfluffeS b er (Srbumbrehung auf 
bie Schwere. — 2Bir hoben foeben gefehen , baß baS ©ewicht eines Stör* 
perS bie {Refultantc aus ber 5(n$ichungSfraft ber (Srbc unb aus ber (£entrt* 
fugalfraft ift. ©efchrdnfen wir uns gur SJereinfadmng auf ben galt wo ber 
Störper [ich am Wcquator befutbet, fo haben biefe beibeu Strafte entgegengefefc» 
ten Sinn; nnb wenn A bie 9fajiehung ber @rbe auf einen ^ßunet bebeutet 
beffen 2Äaffe m'unb bejfen ©ewicht am Slcquator P ift, hat man 

P = A — raw 2 r, 

wobei r ben £albmeffer beS (SrbaquatorS »orfteUt. 

9luu ijt erfilich, wenn T ben Sterntag von 86164" bezeichnet, w = 

gwettenS fennt man ben Umfang ber (Srbe am Slequator, nämlich 

2wr = 40070000 SWeter (naheju, bis auf etwa 1 Kilometer) ; brittenS haben 

^enbeloerfuche gelehrt, baß bie ber Schwere entfprechenbe 23efchleunigung am 

Stequator 9,78 SRetcr betragt; unb weil man, wie oben bemerft, ohne merf* 

liehen gehler bie JBewcgungSerfcheinungen als biefelben betrachten fann welche 

eintreten würben wenn bie (Srbe unbeweglich wäre unb babet bie Schwere 

p 

bie nämliche bliebe, fo barf man m = - — fefcen. 
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2)ura) ©ubfKtutton btefer SBert&e ftobet man btc Gcntrifugalfraft 

„ _ P 4^r_ P 40070000 _ JP_ 
mw ~~ 9,78 " T' ~ 9,78 ' (86164)« ' 2 * ~ 289 ' 

U f><x P = A-^, alfo P = Hö A = 0- 2 4ö)^ 

b. bic ©ajtoere tutrb am Äquator bur<$ btc 9($enbre£ung ber (£rfce 
1 

um ^ beSjenigeu SBert^e« vermmbert, bcn jie fjaben würbe wenn btc drbe 
blo« eine XranölationSberoegung befäöe. 

Slnntcrfung. 3>a 290 baö Duabrat von 17,03 ift, fo müfcte bei einer 

17,03mal fc^ncücrcn 3)re&ung ber @rbe bie ©röjje ma>*r, meiere jefet ^ A 

betragt, ben SBcrtfj A annehmen, unb ba$ ©etoia)t P am Äquator wäre nutt. 

270. 9lu$ ben gormein p (£nbe ber «Rr. 265 taffen jt# Folgerungen 
gießen, welche für bie allgemeine Xljeorie beö 9lrbeitöeffcct$ ber Strafte von 
2Bia?tigfeit jlnb. 

jffienn ein materieller Erntet, in feiner relattoen Bewegung gegen ein 
rotirenbe« (Svjtem betrautet, von ber relativen ^nfang3gef$»inbtgfeit V r 
auf eine anbere refatioe ©efa)minbigfcit v r übergebt, fo ifl ber 3moad)$ 

} mv r * - J mV,* 

ber föeinbaren lebenbigen $otenj gleid) ber (Summe aus ber Arbeit ber 
nnrflidjen Ärfifte unb ber Arbeit ber flrafte F', F", fo beregnet als ob bie 
relative ^Bewegung eine abfolutc wäre. 2>a nun bie Äraft F" ftetö fcnrretfct 
gur formbaren ©e|*a)n>tnbigfeit bleibt, fo ifi t^re Arbeit null; »ä&renb bie 
Arbeit ber (Sentrtfugalfraft F', beren Wartung immer in bie 23ertängerung 
be$ ^albmefferö fällt , baö integral 



mw*r dr ober \ moo* (r^ — r 0 * ) 



/ 

ifi, inbem man nämli# w confiant vorauSfefct unb bura) r 0 , r t bie erfie 
unb bie lefcte 2)ifianj beö S3en>cglid)en von ber feften tKotationöaje bejeid)net. 

SDiefj ifl bie ©rö&e welche man gur Arbeit ber roirflia; tätigen Äräfte 
abbiren mu§, um bcn 2ef>rfa& vom Effect ber Arbeit auf einen materiellen 
$unct amoenben ju fönnen ben man in relativer ^Bewegung gegen ein fiarrjtf, 
um eine feftc 2lre rotirenbeö geometrifa)eS <5»fiem Utxttyttt 

271. $>er in Obigem liegenbe feljr btaua^bare <5afc, weiter fla) (eicr)t 
in SBorten au$fvrca)en läfjt, tann auf folgenbc äßetfe birect beriefen werben. 
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2Bir benfen un$ einen materteilen $unct, welcher vermöge ber erlang* 
ten ©efdjwmbigfeit V, unb obne ba§ irgenb eine Äraft nod) tyatig ift, 
fortfdjreitet, folglich eine gerabltnige gleichförmige Bewegung fyat; unb biefe 
^Bewegung begeben wir auf ein ftarrefl geometrifdjeö 6tyftem, wetdjeä fieb 
mit einer conftanten 2Binfefgefd;winbigfeit m nm eine 9I$e bretyt. 

(S$ fei 0 ($ig. 42) bic ^rojection ber % je auf bie (Sbene ber %i$ix; 
A unb M feien bie ißrojectionen jweier Sagen bc$ Seweglkben; bie 
2)iftanjen AO, MO bejcidjnen wir, wie ttprfyin, bureb r 0 unb r t . Die abfolute 
©eföwinbigfeit V, beren ^rojeetton bie Stiftung AM tyat, fann in $wet 
©efcbwiubigfeiten serfegt werben, öon benen bie eine U in MA, bie anbere W 
fenfretyt $ur (Sbene ber gigur liegt. 

9tm $uncte A ift bic febeinbare ©efebwinbigfeit V r bie föefitltante auö V 
unb wr 0 , lejjtcre (Sompofanre im entgegengefejjtcn (Sinne ber Bewegung ge- 
nommen; fte fti&t ftd) atfo erhalten inbem man — wr 0 mit U, unb bann bie 
SRefultante biefer beiben mit W jufammenfej^t. Sejeicbnet man baber bureb « 
ben SBinfel ber AM mit ber jangente AB im «Sinne ber Dotation, fo 
\)at man 

V 2 = U 2 + w 2 r 0 2 — 2Uwr 0 cos a -f W 2 

ober V r 2 = V 2 -f- » V — 2üa>k , 

wo k ba$ ßote; aus 0 auf AM ift. 

%m ißunete M befriebigt aus gleiten ©rünben bie fühlbare ©efctywin* 
bigfeit v f bie ©leiebung 

Vf 2 = V 2 -f- t«V — aUajk. 

gofgli# £at man (bureb ©ubtraerton) : 

v r 2 — V, 2 = ai 2 (r t 2 — V) 

ober \ rav 2 — 1 mV r * = i mw 2 (r 4 2 — r 0 2 ). 

@S ift ftar, ba§, wenn ber materiefle fßunet t>ou wirf(id?en Straften 
getrieben wäre, man beren Arbeit jnr rechten ©eite ber ©feid;uug abbiren 
müfcte. 

272. (Srfte Unweit bung. — eine enge fööfcre oon beliebiger gorm 
bre&t fld? gfeidrformig um eine oerticate Stje (Big. 43). 3n bie obere 
«Künbung A wirb ein «einer Äörper eingeführt, woju erforberli# i|t ba§ 
man ü)m jut>or bie ©efdmünbigfeit biefer ÜRünbung ert&eile; ferner gibt man 
bem ßdrper eine retatioe 2Infangdgcf(bwinbigfeit V, in SBejietyung auf bie 
töö&rc. S3on feinem (Eintritt an wirft auf ben Körper bie ©cbwere unb ber 
2)rucf ber Slö&re, unb unter biefen Umfiänben finft er na$ B $erab. SWan 
»erlangt für ben Jßwnct B bie refattoe ©eföwinbigfett v r be$ Äörper* unb 
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feine abfohlte Gtefcfnotnbigfeit v im 9iaume, unter ber $orau«fe|jung, ba& bie 
9?öt)re burcfyau« feine {Reibung barbietc unb mithin it)re (Shmurfung auf ba« 
33eioegli$e feincrlei Arbeit erzeuge. 

2Sir bezeichnen bie ^orijontalen £albmeifer AA', BB' bur# r 0 , i^; 
bie £ö&e A'B' burd) h. 

1) %tx bie 93cfrimmung ber relarioen ®efd>n>inbigfeit v r hat man 

i rav » — > mV * = mgh -h i nW (r* — tf), 

inbem mgh bie au« ber Sdjtoere cntfprtngcnbc Arbeit ijt. #ierau« folgt 

v r * = V, 2 -j- 2 gh -f <»* Cr,» - r 0 «), 

ober v r * = V» -}- 2gh -f- v." - V, 

n>enu v e , V„ bie ©efchnnnbigfeiten «r 4 , wr 0 für bie {ßunete B, A ber {Ro^re 
bezeichnen. 

2) SDie abfolutc ©efchn>inbigfcit v ift bie JRefultante au« v r unb ber 
(öefdwinbigfeit v e ober a>r t be« ^uneteö B j wobei gu bemerfen , bajj bie 
{Richtung oon v r bie langente ber {Röl;re in B i% bie {Richtung oon wr t aber 
eine Senfrechte auf A'ß'B im Sinne ber SDrebung. 

273. 3wcitc Stmocnbung. — (Sine fleinc Äuget gleitet fang« eine« 
fel?r bünnen horizontalen Stabe« welker fte burchbohrt, unb welchem man eine 
gleichförmige {Rotationöbetocgung um einen feiner ^uuete erteilt. OKan fofl 
bie üBetocgung ber Äuget betfimmen, inbem man biefe toie einen materiellen 
$unct betrachtet unb bie {Reibung auf bem Stäbchen oernachlä&igr. 

<$« fei ai bie eonftante SBiufetgefc^ioinbigfeit be« Stab« , x bie SDtfrang 
ber Äuget oon ber {Rotatton«a$e in einem beliebigen 5lugenbli<f, x 0 biefe 
SDiflanj im Slnfangöaugenblicf, V unb V 0 bie retatioen ©efdnoinbigfeiten ber 
Äugel auf bem Stabe für bie nämlichen Stugenblitfe. 

9tuf bie relatioe 93en>egung ber Äugcl lang« be« Stabe« lafjt flcf> bie 
©teittyung be« 5lrbeit«effectö amvenben, wenn man nur ju beu toirfli^en 
Äräften noch eine in bie {Richtung be« Stabe« fatlenbe Gcurrifugal-- 
fraft F" = mo^x fügt. 

3>ie toirflid; Ocrljanbeneu Äräftc, nämlich bie Schwere unb ber SDrucf 
be« Stab«, fmb fenfrecht gu bem relatioen 2Beg; if>rc Strbeitin ber retatioen 
33eroegung ijl null. SDie (Gleichung rebucirt ftd> ba^er auf 

£)ie ©ro&en wx unb wx 0 finb bie abfoluten ©efchroinbigfeiten für bie* 
jenigen $uncte be« Stabe«, welche ber SWtttelpunct ber Äuget in ben beiben 
betrachteten 9(ugenblicfen einnimmt. Sinb nun bie gegebenen ©röjjen oon 
ber 5Crt, bajj im 9tnfang«augenblicf wxq = V 0 , fo geht obige ©tei<$ung über 



* 
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in V = wx, b. i. bie relative ©efdmnnbtgfeit V unb bie Iranöpo'rtgeföroüt* 
bigfeit «x ftnb bann immer emauber gteirb; unb ba beibc eine« rechten 
SBinfet bilben, fo folgt, bafj bic abfolute ©efd?n>inbigfeit in jebem beliebigen 
«Hugenbticf einen Sßinfel »eu 45° mit berienigeu 9tta)tung madjt welche ber 
<5tab im namlittyen Stugenblicfe £at. 

274. üRan fann fragen, roeldje Delation äioifcben ber $)iftanj x unb 
ber zugehörigen 3eit t befiele, ©efct man in ber ©teidjung V = wx , roeldje 

dx 

auf ben befonbern gatt bejiefjt n>o V 0 = mx 0 \% — für V, fo erhält 
dx 

man dt = unb burej) Integration ((BS. 288): 

2,3026 . x 

t = log — ; 

CO ° x 0 

alfo fann x 0 nie völlig null fein. 

6* fei j. 23. xo = 0», 001; x = 1«; a> = 1; fo fommt 

t = 3 . 2,3026 = 6",9078. 

@er)t man »on ber allgemeinen ©leid)ung V 2 — V 0 2 = (x* — x 0 2 ) 

dx 

au$, unb fubjrituirt V =— , fo finbet man 



dt = 



dt 

dx 



unb roenn man (@2. 291) »on x„ bi$ x integrirt: 

2,3026 . wx -f VwV + V 0 * — o»«xo« 

t = — lOg j 

W WXo -f- V 0 

275. Um bie ©(ctcfjnng ber (Suroe $u erfüllten welche ber 3Rittelpunct 
ber Äuget in feiner abfeluten ©eroegung betreibt, r>at man $u beachten, ba§, 
wenn ber Stab $u (Snbe ber 3cit t mit feiner 9lnfangörtd;tuug einen bur$ 

ben Sogen « gemejfenen SBinfel einfcblie&t, bie ©leiebung a = wt ober t = ^ 

befielt; unb inbem man biefen SBertty oon t bem vorhergegangenen 5luö-- 
bruefe gleicht, &at man bie gefugte ©letctyung in ^otarcoorbinaten x, a. 
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Mgemeine ße^rfd^c über bie 23efteouno, uub ba$ ©leicbgenncbt 
eine« materiellen <5r;jtcm$; ober Dtmamtf uub <2tatif 

beliebiger Äßrper. 



ungemeine $>pnamif, ober ge&rfajje über bic öetoegung 
eine« beliebigen materiellen Softem«. 



§. 1. |Mnrip Ux (ßUifätit }v»ifd)tn ttfirkmifl unb <£f0entt>trhttn(j. 

276. SDie I^eorte ber Seroegung eine« materiellen ^ßunctä la&t fid> 
auf bie ÜBeiocgungögefekc beliebiger Äörper ausbeuten, unb jtoar mit $ü(fe 
bcö SßrincipS, baß jeber SBirfung eine gleiche ©egenioirf ung ent* 
fprid&t (235). @$ ift bejftatb Oor SlUcm notbig, ben Sinn biefeö «principe 
noeb befitmmter anzugeben. 

2)ie Körper finb Aggregate ober Spjleme oon materiellen {ßuneten* S(n 
einem folgen ©tyfiem jinb immer $n>ci Birten oon Gräften in Ib^tigfeit, mag 
bnö ©pftern in dlufyt ober in ^Bewegung fiefy befinben. 2)ie Äräfte ber einen 
9trt jtnb äußere, unb werben entroeber bureb bie (Safere b^roorgerufen 
ober bureb bic DUcbbarfdjaft (biflrociten burd) bie JBerübrung) oon Körpern 
»el#e niebt ju bem betrachteten (Softem felbjr geboren, 2)ie Ärafte ber 
anbern 9(rt ftnb bie n> erbfei fettigen Sirfungen n>clcbe bie materiellen 
JJJunctc be$ <S>pfiem$ felbft aufeinanber ausüben. stimmt nämlicb eines biefer 
Elemente, beffen ÜRaffe bureb m' begegnet ift, eine Äraftäujjerung oon ©cite 
eine« anbern Clement« in Empfang n>el<be$ bie 2Rafle ra" bat, unb fieUen 
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wir biefe Äraft burf f t>or, # ) fo empfängt ebenfo baß (dement m" oom 
Element m' eine Straft r. SDaö $rinctp nm welche« ftf 's (ner hantelt 
befielt nnn in ftolgenbem: 

1) £>ie Stiftungen jener beiben Gräfte liegen tu ber ©eraben weife 
bie beiben qknete (Elemente) »erbinbet; 

2) beibe Gräfte Ijaben bie nämlife Sntenfttät; 

3) fte ftnb bem Sinne naf entgegengefefet, wirfen alfo beibe anjtebenb 
über beibe abfiofeenb. 

277. Söon ben ©efefcen biefer inner« Gräfte iu materiellen ©vft emcn tft 
nif t$ weiter befauut als bie erwähnte ©letdfeit ber »cf felfeitigen Süirfungen. 

£)ie Seobaf tung ber ?tuöbef>nung unb 3"foniwcn$iebmtg ber Äörper in 
golge oon 2empciaturocräuberungcn l;at auf bie ?lnjif t gefif rt, bie Störper 
feien gufammengefefet au« Atomen ober unteilbaren (Elementen; biefe Sttome 
benft man ftf naf gewiffen 33erl;ältnijfen gruppirt, oon betten bie femiffe 
iöeff affenfjeit abfängt, unb burf 3 n> if$tnräume getrennt, weld;e ftf änbem 
mit bem SBarmegrabe, mit ben äu§ern Gräften , unb jenaf bem bie ©(erneute 
in relativer föulje ober in Vibration ftnb. 

23ott ber 5lrt wie bie Elentente ber Körper aufeiuanber wirfen, erlangt 
man, nad) Sponcelet'S Erflärung (Mec. indust., p. 256—264), eine $iemlif 
einteuf tenbe löorfiellung mittete folgenber Goppel- <§>ypot£efe. 2Äau nimmt 
an, ba# ©efejj ber allgemeinen ©raoitation erftreefe ftf aud) auf bie fteinflcn 
X^eile ber ÜKatcrie, fo bafj biefe fta) um fo fiarfer anheben je näber fte fta) 
(omtnenj jugleif aber befiele jmifdjcn jwei benad;barten Sftaffentbeilf cn eine 
abfiofjenbe Äraft, weif e »on ber Söarme ober oou almlif en anbertt Urfaf cn 
abfängt, unb weife mit ber Entfernung ftf änbert, jebof uad; einem anbern 
©efefcc als bie ©raoitation. 

2)entnaf wäre jebc oon ben Gräften, bie wir burf f unb f ' bejeif net 
^aben, bie SCiffcrcnj ober föcfultantc jweier Gräfte, uamlif : 

1) ber wef fclfcitigeu ©raoitation $»iff en ben beiben (Elementen benen 
bie Staffen m' unb m" jugeboreu; 

2) ber wef felfeitigen Slbfiofeuug in ftclge oon Urfad;eu weife ber 
SBärnte analog ftnb. 

SDicfe Oicfultante würbe ftf anne^enb ober abflo&enb ocrbaltcn ober 
null fein, jenaf bem bie erfte Äraft an 3ntcnfität über ober unter ber poeiten 
ober tyr gleif fianbe. 

278. 3)iefe ^Begriffe wollen wir nun auf gwet materielle *pnncte an* 
wenben, weife wir fortwäfcrenb burf bie 23uf fhben m', m" bejeifnen. % 

•) SDIe Sejei^nung t„ fofl bie ©orte »ertreten: tfraft weldie m' von m" em- 
V fangt. 
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DJetymen wir juerfi an, biefe Störpcrcben feien in töube ohne baß irgenb 
eine äußere Straft auf jte toixtt , fo finb für biefeu galt bie wecbfelfeitigen 
Sträft f unb f null; bieß bmbert aber nicht, baß bie gegenfeitige ©raoU 
tation beiber ^unete unb ihre burdj 2Bärme ob. bgl. oerurfaebte Stbftoßung 
bennoeb febr beträchtlich fein fonnte in ftücfficbt auf bie «Waffen ber &le-- 
ntente m' unb m", wenn biefe nar) genug beifammen liegen. 

Die fRutye ber beiben Störper fann aber auch unter beut ©nflnffe gweier 
äußern Gräfte F', F" fiattftnben , welche entweber auf gegenfeitige flnnäbe-- 
rung ober Entfernung ber Störpcr binwirfen. $n biefem gade fann ber 
materielle $unct in', für fiel) betrachtet, nur baburdj in Muhe oerbleiben baß 
er außer ber äußern (b. i. nicht au« bem «ßunete m" entfpringenben) Straft F. 
noch »on m" eine Straft f , gleich unb entgegengefefct ber F', aufnimmt» 
CSbenfo erforbert baö ©Ictcbgcwicbt beö «ßmictt m", baß bie Straft F" gteidj 
unb entgcgcngcfejjt ber 2Rolccularwirfung f' fei (b. I;. ber Straft welche m" 
oon m' empfängt ). ©ibt man nun baS <J3rincip ber gleiten SBecbfelwirfung 
§u , b. i. bie ©lcid;hcit ber Sntenfttätcn unb ben ©egenfafc ber «Richtungen 
beiber wecbfelfeitigen Gräfte f unb f', fo muß man fließen, baß F' 
unb F" not&wenbig gleiche unb cntgcgcngefc^tc Gräfte ftnb. 2Beütc man 
bagegen lieber als ausgemacht annehmen, baß ba« ©Ieicbgewid>t ber in 
SBecbfelbcjiebung gebauten Elemente m', m" bie ©leidet ber entgegen- 
gefegten Strafte F', F" oerlangt, fo würbe man barauö auf bie ©leid)* 
bett ber wecbfelfeitigen ÜMecularfräfte fließen. — SBcnn bie Strafte F', F" 
bic $uncte m', m" einanber ju nahem fudjen, fo wirfen bie ihnen gleiten 
Gräfte f , f abfroßenb, b. h- nach ber oben äuögefprocbenen £ppotbefe (277) 
iji bann bie ©raoitation fa>äcber alö bte Slbjioßung welche auö ben ber 
2öärme ähnlichen Urfad;en erfolgt. Vergleicht man nun ba8 Verhalten beiber 
gurtete $u einanber mit ihrem Verhalten im erften galle, roo fte in Slbwefen* 
heit ber Strafte F', F" im ©ieichgetoichte waren, fo wirb man jur Erflärung 
be8 ^weiten 3uflanbe3 fagen muffen, baß bnreh bie Annäherung ber $uncte m', m" 
ihre wecbfclfeitige ©raoitation ffd; allerbiugS oermchrt , ihre Abfioßung aber 
noch beträchtlicher juniinmt. SDaS ©cgentheil würbe fiattftnben , wenn bie 
äußern Sträfte F', F" beftrebt wären bic beiben «JJuncte oon einanber $u 
entfernen. ES fann gefchehen, baß eine fet)r geringe Slenbernng in ber 
Siftanj beiber ißunete eine fer)r große 9lenberung in ber ^ntenfftat ihrer wecbfeU 
fettigen SBirfung I;erx^orbrmgt. hieraus wirb ber innere Vau ber feften 
Störper begreiflich. 2)aburcb nämlich, baß bei fcl)r fieiuen gormoeränberungen 
bie wechfclfcitigcn 2Birfungen bebeutenb annehmen, fönnen folche Störper, 
innerhalb gewiffer ©renken , ohne merfliche SCenberung ber ©effatt ben 
äußern Einwirfungeu wiberftehen welche ffe gu bebten ober jufammen$ttbrücfen 
Treben, 
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279. SBäre cö moglicfy, ein Aggregat materieller ^mtete, wel$e einen 
fejlen törper bilbeu, im ßuftanbe ber Otuljc Ooüfommen p tfoliren ober jeben 
(Sinfluß irgenb einer äußern traft abjufcbnciben, fo bürfte man fncrauö nod) 
nietyt fließen, baß nunmehr bie wecbfelfeitigen SBirfungen gwiföen fämmtfU 
$en Elementen null feien, wie im erflen gatte ber porigen Kummer. 3eber 
biefer *ßnnctc tonnte au$ auö bem ©runbc in töu&e fein, weit bie Strafte, 
weld?e er oon ben anbern Steilen bc$ 6t)ircm$ empfangt, u)eil8 an$ie&enbe 
tfccilö abjtoßenbe ftnb unb i&re ftefnltante null ijr. Um biefc 23emerfung an 
einem fe&r einfachen 23eifpiele }u erläutern, benfen wir und ein <5vjiem oon 
oier gleiten materiellen *pimcten ni', m", m'", m ,v meiere bie Gcfpuncte 
eine« Duabratä bilben. 

SDamit ©leidjgewidjt befiele o(me bie $f)ätigfeit irgenb einer äußern 
traft, genügt baß bie flicfultante ber tväftc null fei, weldje jeber <ßunct 
oon ben brei anbern empfangt; ftub alfo bie träftc f, f, v , welcbc ber 
»Pnnct m' oon feinen beiben näfyfien 9lad?barn m" unb m ,v aufnimmt, ab* 
ftoßenb in golge be$ Ueberwicgenö ber SSärmcwirfuug Mcr bie ©raoitation, 
fo muß bagegen bie traft f , bereit Oiicbruug in bie diagonale fällt, an- 
jiebenb fein , b. b. $wifd)en ben Runden m' unb m'" behält bie ©raoitatiou 
bie Dberfjanb über bie Stbfroßuug bura) bie SBärmetyättgfcit. 

9lun wollen mir aber annehmen, bie beiben ftd> biagoual gegenüberlie* 
genben ^unete ra', m'" feien oon jwei gleiten unb entgegengefefcten äußern 
Gräften F', F'" angegriffen, welche bie ^itnctc cinanber gu nähern fua)eu. 
(soll unter tiefen Umjtduben nod; 5RuI;c fiattftnbcn , fo muß mti)t nur bie 
^Diagonale mW" flcincr, fonbern au# bie anbere diagonale m"m ,v großer 
fein alö im oorigen gafle. £er $unct m" nämlid;, weld;er feiner äußern traft 
ausgefegt ifr, foll nod> im ©leid>gcwia)t bleiben unter ber (Sinwirfung ber 
Gräfte welche oon ben brei ^uneten m', m'", m ,v auögel;en; bliebe nun bie 
Entfernung m"m lv ungeänbert, fo würben bie urfprünglicfyen 9lb[toßung$fräfte 
äwifdjen m" unb m' etnerfeitö unb jtDtfrt?cu m" unb m'" anbererfeitö ffd> 
oergrößert fyaben, »eil bie SDtflangen m'V, m'W" flcincr geworben wären; 
überbieß l;ättc ber iffiinfel m'm"m"' abgenommen ; mithin würbe au* boppeltem 
©runbe bie föefultaute jener beiben 9lbjh>ßung$fräftc jugenommen l;aben, 
wäfjrenb bie an jie^enbe traft giwföen m" unb m iv bic nämlicbe geblieben wäre; 
alfo fonnte fein ©leiebgewidjt ftattftnben; unb folglid; muß sur «Jaiögtci^ung 
bie diagonale m"m lv warfen, woburd) bie größere ber erwähnten ungleichen 
träftc ab* uub bie Heinere annimmt. 

(Sine Umgcftaltung entgegengefefcter Slrt würbe fialtfmben, wenn bie beiben 
äußern träftc bcjirebt wären tyre Slngrippuncte m', m'" oon einanber p entfer* 
nen ; bamit ©leia^gewi^t befielen fönue, müßten bie beiben anbern $uncte m", m lv 
na(>er jufammenrücfen. SDteß beftätigt bie (Srfa^rung; ein eytinbrifdjeT Dra^t 
ober gaben, ben man oerlängert, oerminbert juglei^ feinen $ur$mejTer, 
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280. SDie obigen bppothetifeben ^Betrachtungen (Dir. 277—279) fcafeen 
blo« be^alb ^tcr $lafc gefunden, bamtt man ftd; eber oorfteUen fönne, in 
welcher 2lrt bie materiellen (Elemente ber Äörper aufeinanber n>irfcn. 

2Bollte man übrigen« jene £r>potf)efen nicr)t gelten laffen, fo würbe biefc 
feine«wegö bie 2Bat)rl;>eiten beeinträchtigen roetc^c im oorltegeuben «bfönittc 
entwicfelt »erben foflen; benn biefe folgen mit 9tott)wenbigfeit an« bem 
einigen ^rineip ber ©Ieid)t)eit gwifeben SSirfung nnb ©egenwirf ung , ©er* 
bnnben mit ben ßehrfäfcen ber Dpnamif be« materiellen $unct«. 

£>icfe Wahrheiten ftnbcti 9lnwenbung auf alle benfbaren Körper, b. t). 
auf jebe« beliebige Aggregat matericacr «ßunete. 2>ie organifa^en Körper, 
ja feCbfl bie animalifeben SBefen, fiub babei nicht aufgenommen, ba t^re 
materiellen Elemente ebenfo, wie bei ben Äörpern be« 2Rincralreich« , bie 
(Sigcnfcbaft ber Trägheit bejtycn, unb ihren 3"^"° in S3cjug auf föur)e 
ober Bewegung nur in ftolge oon Gräften änbern. Diefe Gräfte (>aben aud) 
hier ihren Urfprung theil« au&erhalb be« buret) jene Elemente gebilbeten 
Körper«, theil« fiub fie werf) fe( fei tige innere Gräfte, beren eigentliche 
9lnt«r — fet/on fo gcheimnijjooll in ben unorganifeben Körpern — oottcnö 
ratbfei^aft bei ben t(jterifa)en SBefen crfd)einen. gür unfern 3wecf begnügen 
wir und mit ber Semerfung, ba§ bie medjaniföe SBirfung be« SBtflen« nnb 
be« injrinctioen 2eben« auf bie materiellen Elemente animatifeber Körper in 
ben Slenberungen eben jener wechfelfeitigen innem Gräfte befielt. 

281. SDic ßehrfäfce, welche in ben folgenben oier Paragraphen fefrge- 
fiellt werben , begießen fta) auf ein beliebige« materielle« ©vjtem oon mehr 
ober weniger oeränberlicber ©eftaltung, wie e« bei ben oon ber 9latur un« 
bargebotenen <5vfremen ber gall ift. 

Stnb einzelne Elemente be« ©tyfiem« unter ftch burch gaben ober jlarre 
6tabe oerbunben, fo begrünbet biefc feine 2lu«natyine hinfichtlict) ber @tntr)cü 
lung fämiutlicfyer Gräfte in äußere unb wechfelfeitige innere. SDcnn man fattn 
bie SSänber mit in ba« materielle (Softem ciubegrcifen , inbem mau fie al« 
©ebilbe au« aneinanberliegcnben materiellen $unctcn anfielt, gwifchen benen 
wedtfelfeitige Gräfte wtrfcnj nur wirb man, wo cö angebt, jur öerein* 
fad;ung ber Rechnungen bie 2Raffe biefer S3änbcr oernachläfcigen. — SBcnn 
gewiife ^unete be« ©bfiem« ftch auf ber Dbcrfldd)e eine« bem Styfieme 
fremben Körper« bewegen, fo flnb bie töücfwirfungcn biefer Oberfläche (ober 
vielmehr be« Äorper« ben fic begrenzt) äufcere Gräfte für ba« Softem 
welchem ber Äörper nicht angehört. £)iefe JRücfnnrfnugen würben normal 
fein, wenn bie Oberfläche gar feine Reibung barböte; beim gortgleiteu eine« 
Körper« auf einem anbern, ber feine ©ewegung inobifkirt, finbet fta) aber 
jene Annahme niemal« ocrwirflic^t. *) 

*) (Sarnot fagt (Principe» de Nquil. et da mour., p. 237): „$efU fünfte UlW 
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■ 

§. 2, JUljjemeiner jfe&rfttfc tum ber 9tm$nn$* - (ßroße eines 

materiellen £>nßeut0. 

282, (Sin <Spflem $weier elementarer ßörper, wel$e wecfyfelfeittg auf* 
einerntet wirfen, fei in ^Bewegung. 2Bir bejetcfyueu biefe Äörper, unb inö- 
befonbere tyre Staffen, bura; m', m". $>er erfie wirb Don aujjern Gräften 
angegriffen, beren JRefuttante F' ifl; eine anbete Diefultante F" wirft auf ben 
^weiten Körper. Slufeerbem übt m" auf m' eine Äraft f , unb m' auf m" 
bie gleite aber entgegengefefcte straft f", wobei bie Entfernung ber beiben 
materiellen ^unete wecfyfetn ober conflant bleiben mag. (£$ feien v ö ', vö bie 
©efa^winbigfeiten oon m' unb m" im 9lnfangöaugenblitf v', v" i^re ©e* 
fetywtnbtgfeiten naa) Slblauf einer gewtjfen feit t. <£nMi$ foflen bura) 
F *> F x> f „«> C> v o'i> v o»» v x» v « ^ e ^wjectionen biefer Gräfte unb biefer 
©eftywinbigfeiten auf eine beliebige Slje Ox bejeic^net fein. 

Seber ber Körper m', m" gibt, für fta) betrachtet, eine ©tetdwng für 
ben (Sffect be$ Stntriebä (211, fowotyt wenn bie Äräfte fic^ änbern aU 
wenn fte conflant bleiben nämlkfy 

mV - mV 0 , = fY'At + ,dt 

9iun finb f ' Ä unb r in jebem Slugenblidf bie auf bie nam(ia)e 3l$e be- 
logenen ^rojectionen jweier gleiten Gräfte »on entgegeugefefctem Sinn, 
folglich gleich aber im 3«a)fn oerfdjicben j unb baä nämliche gilt für bie beiben 
berreffenben Sntegratej ba^er erhält mau burefy Stbbition ber oorfiel;cubcn 
(Steigungen 

(mV + mV) - (mV', + mV) = f V% dt + ß; dt. 

„jeglidje 2trt »on $inbernijfen finb rein pafftoe Äräfte, tvefc^e bie grojjte Bewegung 
„abforbiren tonnen, aber niemals aud) nur bie Heinfie Bewegung an einem ruhen- 
„ben Äörper &en>erjurufen vermögen." Mgefe&en bawoit, wie fonberbar f>eutjutage 
bie Otebenöart, ein fefrer «Runct fei eine Äraft, für im« Hingt — erfdjeiut 
ber 2lu*brud v äfft v e Äraft alö eine 2krfmivfinig jroeier fict> wiberfvrcdjenber 
SBejeidjnungen; bemt eine Äraft, meldte eine Bewegung fcinbert ober »erntetet, 
wirft ober ijt activ, ebenfogut wie eine anbere, wefdje biefe Bewegung hervor* 
jubriiigeu fhrebt ober Ijenwrgebradjt Ijat. Um ben (fcebanfen (£arnct'# wieberju* 
geben, würbe man ridjtiger fagen , bie »on einem feiten Jpinbernijj ausgeübte Äraft 
ijt immer eine wibcrfte&enbe Äraft (75). ajieüeidjt tft e« SNad^mung jene« ge- 
teerten ©eometer«, ba& mehrere edjriftftefler ben Manien pafft» e ÖHberflänbe 
gebrauten, für fotetje weldje au« ber Oteibung, au« ber eteifteit ber ©cUc k. 
entfyrtngcn, 
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Diefeö [Refultat läfct {1$ in folgenben SBorten geben. 

£e$tfa$. £)er 3uir<act)d ber (Summe anö ben auf eine be- 
liebige 51 je projicirteu 33en>eguug$*©rö§en ijt 1) gleich ber 
Summe au« ben auf bie nämliche 9($e projicirten Antriebe« 
ber äu&ern Gräfte, unb 2) unab(jd«fli9 »on ben »ec&felfeitt-- 
gen (innern) Sßirfungen. 

SDiefer widrige <5afc rotrb ganj in berfelben SBeife für eine beliebige 
Stnja&l materieller ^unete bevoiefen. 

Sei Dier ^uneten $at man fotgenbe ©feiä)ungen anjufefcen: 

m v - K = y (f + r x + r x + Q dt 
mv-mv;, = f { F-; + r + r + r Jdt 
m v- m "v; = | ( p; + r + r + r )dt 

m » v; - m lv v ;; = / ( + c + c + O 

£ic gn>ö(f Ärafte f , f'; C, f"; fiv, f ,v ; C f"; .... jmb paar* 
weife g(eia) unb t>on entgegengefe^tem Sinne ; it)re ^rojectionen jinb gtei*, 
aber »on »ergebenem 3^$™ > & a £ cr Ü&t bie 9lbbttion 

Imv,- rmv 0K = ry i F x dt. [86] 
2>te Ueberfefcung biefer ©leidmng in SBorten lautet wie twrfjtn. 

§. 3. äUgenteinrr fofrfaty von ber Hkmeanng bes StymerpuiKU 

ciiU0 «Sn|tem$. 

283. 23e$cia?net mau burty u 0 bie ©efäwinbigfeit be$ ©#n>erpunct$ 
eines <5yfrem$ im Anfang« ^Slitgcnblitf , burdj u ben 2Bert& ben biefc ©e- 
fa>inbigfeit na$ ber 3cit t er&ätt, unb behalt im Uebrigen bie Sejeid)* 
nungen »i>n 9ir. 282 bei, fo Ijat man (naej? ber in 9?r. 102 beimefenen 
ßigenfa)aft be« Sctyroerpunctö) : 

$)ie gormel [86] ber uorigen Kummer gibt ba^er 

u, Im — uo, Zm = 2 /^F.dt, [87] 
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2>a biefe ©leidmng für jebe beliebig gewagte qjrojectionöajc ftattRnbet, 
fo folgt, ba§ bie Slbänberungen ber (Sefc^winbigfeit beö ©cbwerpunctä nadj 
3ntenfität unb Hicbtung weber oon ber wecbfelfeitigen ßimmrfmig ber ina-- 
terieUen $unctc be3 (sbftemS abfangt, nod> oon bem WuSeiuanbcrgebcn 
ober 3ufammenrücfen biefer $uncte. Bergleiebt man eublid) bie gormel [87J 
mit ber für einen materiellen $unct geltenben OMcidmng [57J in Hr. 211, 
fo erfennt man bie Hicbtigteit be« folgenben <5afeeö. 

£e$tfa^. 3)er ©cbwerpuuct eines beliebigen ©üjtemS be* 
wegt fieb wie ein materieller $unct, welcber bie (Defammt* 
maffe 2m aller Jßuncte beä <3t?fiem$ in f i d? vereinigt, unb 
in melden man bie äußern Sträftc bnreb parallele Berfcbie* 
bnng oerlegt fyat. 

3)iefer febr wiebtige <5afc ifi alö baS <ßrincip oon ber (Spaltung 
ber <5<bwerpunct$*Bewegung be^eidmet toorben. @r ijt aber etgent- 
üä) fein $rincip; er ijt ein 2ef>rfajj. 

284. fcemnacb Rängen bie Wbänberungen in ber Bewegung be$ <Sd?wer* 
punetö für einen Sforper ober für ein beliebige« Softem oon Körpern blo8 
oon ber Hefuitante ber äußern Strafte ab, welcbc man ftd) juoor TpmxM 
mit i&ren urfprünglicben Hicbtungcn in biefen tyunet oerlegt benft ; unb biefe 
eingebilbete Straft, bereu Betrauung oon wefcnt(id;cm Hilgen ifi, oerbient 
einen befonbern Hamen. 2Bir nennen fte $ran6lation$ * hefuitante , unb 
verfielen alfo unter biefem 9luöbrucfe biejenige Straft, welcbe man 
atö Hefuitante beliebig gegebener Strafte erhalten mürbe, 
naebbem man biefelbcn, berufe ber 3ufammenfefcung, paral* 
lel mit fid) felbjt unb unter Beibehaltung if>re$ urfprünglicben 
<5inne« nad> einem gemeinfamen 5lngriffspuncte oerfdjoben 
Htte. 

285. 2luö bem Se&rfafce in Hr. 283 folgt, baß bie im jmeiten 91b* 
fd)nitt abgefyanbelte allgemeine I^eorie ber Bewegung eineä materiellen ^unetd 
unter ber SBirfimg beliebiger Strafte ftd? otyne irgenb eine 9ln$nalmie auf bie 
Bewegung M ©cfywerpunctö jebeä materiellen <5üftcm$ übertragen lägt, 
wenn man tfcf> nur bie ©efammtmajfe be$ <5»jtem$ im Scbmerpunct con* 
centrirt unb alle äußern Strafte nacb biefem ^unete oerlegt benft. 

Sllfo ifi bie (Sigenfcfyaft ber Xräg^ett (58) aud> an jebem materiellen 
©tofteme oorbanben, fo nämlicf;, baß fein 6d>werpunct fid> aus ber Hube 
ntebt in Bewegung fefcen, ober, falls er fdwn eine ©efcfywinbigfeit bat, biefe 
roeber ber ©röße noeb ber Hicbtung naef; änbern (ann, wenn niebt eine ober 
mehrere äußere Sträfte auf einen ober auf mehrere fßunete beS ©pfiemö 
einwirfen. 3n Slbwefenfceit foleber Gräfte oerbleibt ber ©tywerpunet entweber 
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in fönfce ober in ber oorgemgig erlangten gleichförmigen gerablinigen 93e> 
wegung, unb bie we^felfeitigen innern Gräfte (>aben feinen anbeut (Erfolg, 
als bafj ftc bie ©eflalt beö Softem« dnbern, faUö biefeS nidjt jtarr ift, ober 
ba§ fie föotationöbewegungen Ijeroorrufen. ®iefc will man jufammenfaffenb 
anbenten, wenn man oon ber (£r Haltung ber Sdjwerpunctö^SBewegung fpricfyt. 

3)ie gafjigfeit ber Xl;icre unb 9ftenf$cn, fia) n>t(Ifur(id^ »on ber Stelle 
. $u bewegen, macfyt feine ftuänafyme oon obiger allgemeinen Siegel. Die 3 U ~ 
fammensie^ung ber SftuSfeln entfpringt au$ wedjfelfeitigcn Ärfiften (280), 
wetdje für fid) allein ben Sdjwerpimct nietyt in Bewegung $u fe^en »er* 
möchten; bie Schwere fönnte u)n bloS oertical fyerabjiefjen ; aber bie 9tü(f- 
wirfung berjenigen Äörper, gegen welche bie animalifdjen ÜBefen bei tbren 
Bewegungen fia) anfiemnten, erwetft äußere Äräfte, in bereu ^olge ber 
Sdjweryunct naa) allen möglichen föitytungen oerrüeft werben fann. 

5luf einer oollfommen glatten £ovi$ontalebene ol;ne Dtcibung (alfo auf 
einer ßbene mit bloä oerticaler 9iütfwirfung) — wenn eine fola)c (Sbene 
überhaupt möglich wäre — würbe ein Üfner oergcblidje 9lnjfrengungen mad;en 
um eine Bewegung feine« <5a)werpunct$ in horizontalem Sinne (jerbeijufubren 
ober abjuänbern. *) 

« 

*) Sei Sarnot (Principes de l'e'quiL et du mouv. , p. 51) findet ftd) bie ©teile: 
„Sir feben aUcrbiugS ©efdjöpfe wcld>e (id) uad> eigener Sillfür bewegen; aber in 
„tiefen wofmt ein Scbenäorinciv, »on beut wir biet Umgang ncbiuen; ober fie 
„werben aud) wof>l »on äußern Urfadjeu mit fortgenommen, weldje bie ürfabjung 
„fennen lebjt, wie bie ©djwcre jc." 

£enfe(ben ©ebanfen fy-ridit £'2Ueinbert aufl (Tratte de dynamique, Discoars 
prellm., p. XXV), inbem er fagt : „Die unauögefe&te (Srfabjung oon ben Öeive- 
„guugen unfcreS ÄörperS beweift und $nr Genüge, baß bic 5Haterie unter ber 23ot= 
„mäßigfeit eine« 3kruunft*2Btfleit$ fidj anberS bewegen fauu al$ wenn fte ftd) felbft 
„überlaffen tfh" 

(S$ ift nidjt wobl aniune&jnen , baß biefe Slutoren gärten fagen • wollen, wir 
tonnten unfern Sdjwerpunct in Bewegung fcfccn oljnc ftajwifcbenfnnft äußerer 
Ätäfte ; benn bieß wäre ein 3rrtl>um. Slüerbing« liegt eö in uuferer 2Rad)t , biefe 
Gräfte ins SDafein ju rufen, inbein wir uns auf unfere Umgebungen frühen; unfer 
Sifle aber eutwirfelt in unferem Äörüer feine anbeten Gräfte als wedjfeifcitige 
Sirfungen. 

ßin grünblidjer ÜWatb, ematifer |) bat »ot nid)t langer %tit gefagt (Compte rendu 
de 1'A.caderaie des sciences, 14 juillet 1846): „0.$ ftebt nidjt in unferer (Gewalt, 
„ben »erticalen DrncI aufjuljebeu, welchen ba$ ©ewidjt unfere« Äorverö auf ben 
„«oben aueiübt ber une" trägt; bagegen rufen wir nad) unfern '«Belieben ben ^ori- 
„jontalen £rucf ftervor, ber bon uuferer Jpanb gegen ein $inbcrntß ausgeübt rohb 
„wcldjcfi und im Segc fteb.t unb baä wir befeitigen, ober gegen einen ftenfrerlabeu 
„weisen wir fd)(ießeu. JJieferDrud ift eine vbtjjifd)eÄraft, über weldje wir offenbat 
„verfügen j ifub beim ©dwimmen, beim ©eb,en, beim Saufen jc. beeifern ftd) — fo 
„jn fagen — fofe^e Äräfte, bie»efeble au«$ufübren weldje unfer Siflc ibneutorfcb,reibt." 

t) 6 a U <f)9 (Mem. tur le» secoon que 1«$ scieuecs de calcul peuvtnl fonrnir au science» pbysique»). b. Ü. 
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286. £)er fiehrfafc »on ber Bewegung be* ©ehwerpunet* ftnbet jtch 
»erwirflicbt in folgenben Jöeifptelen. 

1) SBenn eine aufgeworfene, 33ombe im ÜRaume pfafct, fo »erfolgt ber 
©ehwerpunet, fo lange bie Irümmer nicht auf anbere Körper treffen , feinen 
2Seg gerabe fo, wie wenn bie 23ombe ganj geblieben wäre; boa; werben 
bureb ben ßuftwiberjranb wcfentltcbe SWobificattonen herbeigeführt. 

2) Söenn ein 2Renfd> im herabfallen oon einer hochgelegenen ©teile 
aud; heftige Bewegungen macht, befchreibt fein ©ehwerpunet (beifen relattoe 
Sage gegen ben Äörper felbfi Reh anbert, je nach ben oerfdjieben gegenfeitigen 
©teUungen ber ©lieber) eine Guroe »eiche blod abhangt oon ber Anfang«* 
gefebwinbiafeit, oou ber SBirfuttg ber ©chn>erc unb oom Siberftanbe ber ßitft. 
Ohne biefen Söiberftanb wütbe bie Sahn be« ©ebwerpurictö eine 93erticale 
ober eine Parabel fein. 9Birft biefer SWcnfch in ber ßuft einen ©egenjianb 
horizontal oon fleh, welchen er beim gaHen mitgefürt hatte, fo fann baburch 
ber Ort, wo er ben 23oben erreichen wirb, fieb beträchtlich »errütfen. 

3) Sei einem fich gleichförmig bewegenben iampffchiffe würben bie 
»erfebiebenen ^reffungen, welche einerfeitö auf ben Äiel, anbererfeitö auf bie 
Kabfchaufeln geifct werben, ftch aufheben wenn jle burch parallele S3erfchie* 
bung nach einem <ßuncte oerlegt waren. 

4) (Jin 2Renfch, welcher ftch ««f einer horizontalen (Ebene in Otuhe be* 
finbet, übt auf biefe einen oertifalen $>rucf gleich feinem ©ewiebte ; benn bie 
töücfwirfung ber (Sbene unb biefeö ©ewiebt würben fich aufheben wenn jie 
in ben ©ehwerpunet »erlegt wären. güt)rt biefer 2Renfch einen ©prung au«, 
ober erhebt er ftch »on einem ©ifee, fo «heilt fein Srucf auf bie (Sbene eine 
oorübergehenbe 5öergrö§erung , fo lange nämlich alö ber ©ehwerpunet mit 
befchleunigter Bewegung aufwärt« fteigt. ®a$ ©cgentheil finbet jtatt wenn 
ber aWenfch, naehbem er guerjt aufrecht flanb, fleh nieberfefct ober legt, gangt 
ber anfangs ruhig flehenbe ÜRenfcb ju gehen an, fo ifl bie STranölationö* 
Wefultantc für bie gegen ben ©oben geübten ^reifungen fchief rücfwctrtö 
gerichtet, fo lange feine Bewegung fich bcfchleunigt ; bie »iefultante erhalt 



Um einer ungenauen Sluffaffung biefer SBorte porjubeugen, fügen wir jwei 
JBemerfungen bei. 1) 2Bad ben »erticaleu Druct betrifft, ben wir auf ben ©oben 
augüben, felbft wenn wir in einer nid>t »erticalen {Richtung auf ttgenb einen Äörper 
wirfen, fo ift berfelbe »eränberlict) fo lange wir in Bewegung finb; bejeidmen wir 

fbnburdj P, fo ifl ber mittlere fcrurf, f J* Fit > > tt 'fö en J Wci ÄugenMitfeit genom- 
men in benen unfer gdjwerpuncl einerlei »erticale ©efa>inbigfeit Ijat, eine confiante 
©röue. 2) Ueben wir einen borijontalen Trurf auf einen Äöryer au*, fo mu« ein 
gleidjer ©egenbrutf t>on un« auf ben ©oben ober auf einen anbern Äorper geübt 
werben, wenn unfer ©djwervitnct in 9lu&e bleiben foD, 
etlang«t'* <R<4aniI. L 12 



i 
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bagegen eine föicfe tötdjtung nadj üorti, wenn ber SXenfd) in feinem ©ange 
zögert, fiide f)M ober rütfroärt« tritt. 

5) (Sin auf ber einen <5a)a(e einer SBage im @fei<$geioi$t jh^enbe« 
©efä§ enthalte eine glüfftgfeit, in welker ein bitterer tförper mittel« eine« 
am SDecfel be$ @efä)Te$ befeftigten gabenö aufgefangen ift ffieifjt ber gaben 
pityüfy ab, fo finft ber Körper mit befäleunigter ©ewegung, unb gu 
glet^er 3eit fteigt bie <5$ale mit bem ©efa§. 28enn in golge bc$ Sßiber-- 
ftanbö ber giüfftgfeit ber eingetauchte Jtorper sulejjt mit gleidrformiger 93c* 
wegung fdnfe, fo würbe »on ba an ber SDrucf bc$ ©efaffeö auf bie ©tyale 
ber nämlidje fein wie wenn ber tförper in flu&e bliebe. 3n bem Stugcnblicfe, 
roo ber Äörper am ©oben be« ©efäffeS anfommt unb jiittjief)t ober jurürf* 
prallt, erhalt ber £)ru<f auf bie (Schale einen 3moad>$. 

§ 4. 3Ul$emeiner |el)rfa$ t>on ber lebenbiflen |M<n3 eine« 

&i)fkm5 materieller fluncte. 

287. SBir nefmten bic Sorauflfcjjungen unb Segnungen ber 9ir. 282 
toieber auf, unb wenbeu für jebe ber Staffen m', m" ben 2el)rfafc ber9ir. 21G 
an. ÜÄan &at 

für m' : 1 mV» — J mV = tB* + fcf ; 

für m" : } mV* - \ mV? = «F" + *f \ 

23ejeid)net man bie ©efammtarbeit ber äu§ern Ärafte burd) £$F, unb 
bie ber beiben 2Be$feln>irfungen (roela)e, ba fte immer einanber gleia) unb 
entgcgengefejjt ftnb, bie Stoenbung be« 2e(irfa&e$ in 9ir. 114 gefiatten) 



©üfiem« tfiglei# ber Arbeit ber äußern Gräfte, oermefrtum 
bie Arbeit ber innern medjfelfeitigen Ärafte. 

288. Slnmerf ungern SDie Arbeit ber wettyfelfeitigen SBirfungen 
ijl pofitio in $ioei gallen; ndmlicfy 1) n>chn biefe Äräfte abflofcenb auf* 
treten unb bie Jßuncte ftdj wirflid? oon einanber entfernen; 2) wenn biefe 
Strafte an$ie&enbe fmb unb bie $uncte einanber naiver fommen. 3n 
beiben anbern gaden ijl fie negatio. 

3ft bie redete Seite ber oorjtefenben ©leidmng negatio, b. übertrifft 



bur# /fdl, fo gibt bie Äbbttion ber obigen ©leidjungen: 
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bie SBtberftonböarbeit bie ©ewegungSarbeit (75), fo bleibt bie ©leidig . 
bc&ungea$tet befie&en. 3n biefem gaöc iji bcr dnbwertl) z;'mv l ber 
lebenbigen $oten$ fleiner als tyr anfänglicher Sßcrt(> * mv 0 2 . 

289. Der Saft bcr 9ir. 287 läßt fid> Cetc^t auf ein Süfrem beliebig 
Dieler materieller Jßuncte au$betynen. 

üBei Di er $uncten %. 93., beren Waffen m',m", m"', m ,v jlnb, bat man 
Dier ©leicjmngcn wie bie folgenbe anjufefcen: 

i mV* - | mV = *F' + «C + tC + ^,vi 

£>urdj «bbüion berfelben erfcalt man (inte ben 3u»a#« ber gefammten 
lebenbigen ^otenj, r i mv l - -2jmVj recfjtö geben bie elften ©lieber 

bie Wrbeitö- Summe ber äußern Gräfte, welche burd? ZfcF gu be^eidmen ijt; 
enbltcfy jie^cn ftety bie $w6lf Arbeiten ber wectyfelfeitigen SBirfungen in fe<$0 
$aare $ufammen, 



beren jebeä fidj (114) auf ein ©lieb Don ber gorm Jfd\ rebuetrt; unb wenn 

man bie Summe biefer ©lieber burety -^fdl be$ei#net, bat man juleftt bie 
©leicfyung 

2 J my' — 2 J. mv 0 * = ZUF + r/fdl, [88] 

welche gugleid) au$ für jebe beliebige SInjafcl ber im Söfiem enthaltenen 
materiellen tßimete gilt. 3fi n biefe Slnjafcl, fo £at man linfö unter jebem 
Snmmen$ei$en n Summanben , wenn ni$t etwa einzelne $uncte in töufce 
fmb$ — bie SUbeit^Surame ber äußern Gräfte, 2&F, £at ebenfalls n 
Summanben, falls ni#t gewijfe {ßunete beS Svftera« in 9*u^e ober blo§ ben 
wecfy'elfeitigen SBirfungen unterworfen fmb, wa« aber nur bann jlattflnben 
fönnte wenn man Don ber Schwere abfielt, beren (Sinwirfuug alle Xt>cUc 
ber Ä6r»er bur^bringt; — ber Sluöbrucf für bie Slrbeit ber wedtfelfeitigen 

SSirfungen, zß®i enthält ~ n - 2 — ~ Summanben, wenn jeber $unct auf 

alle anbern einwirft; üben aber gewiffe ^unete feinerlei SBirfung auf gewijfe 
anbere, fo i|t für jebeS folctye $aar gegenfettig untätiger Sßuncte ber SBerty 

Don f, unb mithin audj bie Arbeit J}dl, null. 

290. #ter ijr bie wichtige JBemerfung ju machen, ba§ in ben gewöhn* 
li#en fallen, welche bie Ptatur barbietet, bie ^ntenfitäten ber oben bur$ f 
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bargefleUten wedjfelfeitigen ßräfte nidjt öon ber abfoluten ©ewegung be$ 
©öjiemS abfangen, fonbern nur oon beit relativen ^Bewegungen fetner »er* 
fdjiebenen Elemente unter ft$; baä ftamltdje güt alfo aua) »on ben 3nte* 

gralcn f ;dl. 2)ie in ber toorigen Plummer erhaltene ©leidmng [88] lafct 

jia) basier in folgenben SBorten au«fpre#en. 

2c$tf*fe- ® er 3uwaa>8 ber lebenbigen «ßotenj irgenb 
etneö ©vfiem«, gn>tf en $wet beliebigen Sagen, ifl glei# ber 
Arbeit ber äußern Ärafte $wtfd)en biefen beiben Sagen, »er* 
me&rt um bie Arbeit ber SSedM'elwirfungen, wobei biefe' 
Untere Arbeit blo$ »on ber ftatur be« ©üftem* unb oon ber 
relativen Bewegung feiner Streite abfangt 

SMefnfl ber allgemeine ßetyrfafe oon ber lebenbigen $oten$ 
eineö materiellen 6ofUm$, ober ber allgemeine £t$tfafe tiom 
tfcbeit$ = (£ffect; einer ber frua)tbarften ©afce ber rationellen 2ßea)anif* 

291. £>er einfa^fie gatt für bie 5lnwenbung be$ eben erwähnten 2ef>r- 
fafceö ifi ber, wo ba« in 23elraa)t gezogene ©pjiem al8 oollfommen fiarr 
angenommen wirb, waö, wie wir ju (Snbe ber 9fr. 278 gefe&en Ijaben, bei 
feflen Äfooern julafjlg ifi wel#e bur$ Äräfte »on madiger ^ntenfität ange* 



griffen werben. Unter btefer 9lnna(>me ifi bie ©efammtarbett r/fdlber 



wecbfelfettigen SBtrfungen null, weil bie gactoren dl fammtlia) null finb* 
2?ian fcat ba&er bie ©leia^ung 



in welker 2 \ mv 2 unb 2 \ mv 0 * bie Summen ber lebenbigen ißoteujen ju 
(Snbe unb ju Anfang für alle ^unete be$ ©ofremS finb, unb 2%F bie alge^ 
braif$e Summe ber Arbeiten fammtlictyer äußern ßrafte wätyrenb beö ganzen 
betraueren 3«^öum8. 

292. (Sinen anbern ftaU, für welken bie ©letcfyung [89] nodj ©eltung 
t)at, erhalt man bur# bie 9lnnat;me, ba$ ©tofrein befiet)e aus ßorperctyen weld)e 
ofyne Reibung über emanber weggleiten, unb welche ibre wedjfelfeittgen C£in* 
wirfungen ganj aufgeben fobalb fic aujjer Berührung fommen, fo ba§ alfo bei 
tyren Bewegungen aus ben SSecfyfclwtrfungen bloö foldje %xbtittn entfpringert 
bie fidr) unter einanber aufgeben. £)ie (Erfahrung lefyrt, bafj glüfftgfetten, 
wela> feine 51t pfö£(t$en ©efa^winbigfeitöanberungen erfahren, na^eju in 
biefem gatte ftnb. 




mV = 



[89] 



Digitized by Google 



181 



9fr. 293. 294. 



293. SBenn Bei ber Bewegung eine« ©oftemS (ftorr ober nic^t), für 



welkes bie ©orauSfefcung £7 fdl = 0 gilt, bie ©umme ber lebenbigen Sßo* 



renken in gn>ci oerfdjiebenen Hugenblicfen biefelbe tft, — 3. 8. wenn bie 
fammrti^en ©efcfywinbigfeiten na# erfolgter Slenberung wteber tyre früheren 
Sßertbe annehmen, — fo tft bie algebraifcbe 3lrbeits*©umme ber äußern 
Äräfte null; bie SBiberftanbSarbett ifl gleich ber 33ewegungSarbeit. 

(Seifpiele: (Sin mittels eine« geböte in Umfcbwung gebrautes föab; 
eine 2)ampfmafcbine oon einfacher ober boppelter SBirfung.) 

f 294. SBenn oon einem gewijfen Wugenbluf an alle pofitioe ober 
bewegenbe Arbeit aufhört, unb bie wdbrenb einer gewiffen ausgeübte 
negatioe ober wtberftebenbe Arbeit ben abfoluten SBerty % tyat, fo 
bajÜ z= — % iftj wenn ferner biefe wiberftetyenbe Arbeit, weidje 
olme 9lufbören bie Summe ber tebenbigen ^ßotenj oerminbert, fo betrdcbtltd) 
wirb, baß jle ade ©efdjwinbigfeiten beS ©ofternS Oernid)tet: fo fyat man 
S \ mv s = 0, unb bie ©leiebung ber 9lr. 291 rebucirt fW; auf 2 \ mv 0 2 = % ; 

b. bie SBiberftanbSarbeit, mefebe oon bem ©oftem übernommen »erben 
tonnte feit bem SfogenMufe wo bie oerfdnebenen , bas (Softem bilbenben 
Staffen m', m", . . . mit ben ©efd&winbigfeiten vi, vö,... waren, tft ber 
bur# bie Stbfürgung 2 \ mv 0 2 bargeftetlten ©umme | mvo 2 -f- \ mV -f . . . 

numerifcb gletcfc. 9tun fann, na# bem ^rineip ber ©leid^eit gwifd)en 9Bir* 
fung unb ©egenwirfung , bas betrachtete materielle Softem bie (Sinwirfung 
au&erer wiberfte&enber Ärdfte F ni#t fjinnebmen ofjne bafür auf bie* 
jenigen tförper, au« beren ©egenwart jene ßräfte entfpringen, gleite unb 
entgegengefefcte Ärdfte auszuüben; unb wenn man annimmt, ba§ biefe Äörper 
baS &ter befprodjene ftarre ©Oftem berühren unb mit i^m bei unoerdnberter 
Entfernung mSerübrung oerMeiben, fo wirb (117) bie SBiberftanbSarbeit « r 
ber SewegungSarbeit numerifcb gieid) fein, weldje bie du&ern Körper in ber 
ndmlid)en ßeit oon bem ©ofteme in (Smpfang genommen tyaben. Stud biefem 
©ejtdjtSpuncte erfebeint bie ©rö&e S\ mv 0 2 — bie #dlfte berjenigen welche 

gewö&nlicb bie ©umme ber lebenbigen Ärdfte (170) beS ©pftems 
genannt wirb — für jenen 9tugenblicf, in wettern bie ©efebwinbigfeiten v 0 
befielen, als ber numerifd;e 91 uSbrucf beffen was man bie Arbeits fa&igfeit 
(capacite* de travail) beS ©üftemS nennen fann, infoweit ndmlicb baS 
©oftem biefe Sefd^igung btoS oermöge ber ©efd;winbtgfeiten feiner SRajfen* 
beftanbtjjette beftfct, unabhängig oon ber Arbeit welche burd) bie wecbfelfeitigen 
SBirfungen feiner ficinften Belleben bei einer gormocränberuug beS ©üftcmS 
entwiefett ober abforbirt werben tonnte. Unb bieg iftS , was uns ber für je 
5luSbrudf lebenbige $otenj ober lebenbiges Vermögen anbeuten foIL 
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:£a$ Hauptwort iftim ©tnne von 2(rbett$fdhtgfeit genommen; baäSei* 
wort cntfprid^t ber öorftellung von ber Belebung einet SWaffe burcb eine 
©cfchwinbigfeit. 

§♦ 5» ton ttx rrlatfoen Bewegung beliebiger |tfrper gegen ein 
ßatreo gcometrifcbes Softem, n>eld)eo felbfl in Bewegung iß. 

295. SBirb bie Bewegung eines beliebigen ©yfteinS materieller puncte 
in Beziehung auf ein unvcränberlid;c8 aber bewegliches Stjenftttem betrachtet, 
fo folgt au« ber im 3ten Aap. beö 2ten SlbfchnittS (5ttr. 255 u. f.) auSein* 
anbcrijefefctcn X^eorie, ba§ man bic relative Bewegung jebeS jpuucts wie 
eine abfolute Bewegung ber)anbeln fann, wenn man bie relative ©efchwinbig* 
feit, welche ber $uuct in einem gewijfen Mugenblicfe ^at, als SlnfangS- 
gefd)winbigfeit nimmt, unb ben wrrflicb vorbanbenen Gräften, benen ber *ßunct 
von jenem 9lugenblicfe an auSgefejjt ifi, noch eine eingebilbete Alraft julcgt, 

#anbelt cS ftcb &on einem ©Aitern bcjfen Elemente auf einanber einwtr* 
fen, fo verfallen (276) bie in Sßahrbeit vorhanbenen Äräfte in äußere Gräfte 
unb in innere wed;felfettige Ärdfte ; bie 3ntenfUät unb bie Arbeit ber le^tern 
hängt bloS ab von ben Slbfrähben $wifcbcn ben materiellen ^uneten beö 
©VjiemS (290); um batyer auf biefeS ©pfrem — in feiner relatioen !8e= 
weguug gegen bewegliche Sljen — bie in ben vorhergegangenen Paragraphen 
enthaltenen allgemeinen Wahrheiten anwenben $u tonnen , hat man für jeben 
^unet ju beu loirflichen äu§eren Gräften noch bie bem ^unete zugehörige 
eingebilbete Äraft hinj^gufügen, bie wechfelfeitigen Äräfte aber fo ju betrachten 
als ob bic relative Bewegung eine abfolnte wäre. 

296. Bei translatorifchcr Bewegung ber BergteicbungSaien mu§ an 
jebem üßunete beS ©pflernS, außer ber ihm entfprechenben wirflichen Äraft, 
bie MoS gebachte Äraft — F„ angebracht werben, weld;e in jebem Slugen* 
bliefe ber XranSpottfraft gleich unb entgegengefefct ifi (259). (£S fei in 
bem $ur Betrachtung gewählten 5tugenbluf v e bie gemetnfehaftliche ©efchmin- 

dv 

bigfeit aller ^unete ber 9ljen, ~ bie Befcbleunigung , q ber ßrümmungS^ 

halbmejfer ber von ben duneren befchriebenen congruenten Kurven, gfir ben 
$unct von ber SWaffe m ifl bie straft — F, bic föefultante $weier Äräfte ; 

cH' 

nämlich 1) einer Sangentialfraft — m ~, bem ©inne nach entgegengefefct 
ber Befchleunigung — e , unb 2) einer (Sentrifugalfraft — 3fi bie SranS* 

Ul Q 
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larion$bewegung ber 9l$en gerablinig, fo ijl biefe jweite Äraft null j bei $a(b« 
meffer e ifl unenbltd? grofc. 

3$eifoiel. — SBcnn ein @d>iff (ober ein föeifewagen) eine faft gleich 
formte, wenn audj nod> fo rafdje Bewegung &at, fo gc&en bte ^Bewegungen 
ber SReifenben unb ber oon ifcnen mitgefürten ©egenftänbe in Sejicfyung 
auf baö gabrjeug eben fo oor ftcb wie wenn biefeä in tRulje wäre, Stimmt 
burdj eine ßraft, welche ntc^t auf bte tranöportirten Körper wirft, baä gatyr* 

dv 

$eug eine fcr)nellcre Bewegung an, beren ©efri&leunigung fei, fo f^einen 

dv 

alle biefe Äörper in enrgegengefefctem (Sinne oon einer Äraft m - ergriffen. 

£)a$ ©egent&eil tritt ein, wenn ber ßauf be$ gafyrjeugä na$tafit; bietranS* 
portirten Äörper f^einen oorwärtö geflogen gu werben, jeber bur$ eine 
dv 

Äraft m ^ proportional feiner SWajfe unb ber negatioen 33ef4>leunigung be« 
gafoeug*. 

297. £>retyt ftd? ba8 6tyitem ber JBergteidmngöajen gleichförmig um 

eine unbewegte ©erabe, fo ifl bie tyinjugebaebte ßraft, welche man für 

jeben <ßunct neben ben wirflid;en Äräften einführen mu&, bie föefultante jweier 

in dlx. 265 beregneten Strafte, nämlid) ber Sentrifugalfraft F' = me^r, 

unb ber $ur relativen ©efcbwinbtgfeit fenfreebten &raft F" = 2ma»Ur. 

SBitt man aber nur ben allgemeinen ßebrfafc oom (Sffcct ber Arbeit 

anwenben, fo oerföwinbet bie föaft F", weit ibre Arbeit null ift (270). 

33eim <8tubium ber #tybraulif lagt ftdj au$ biefer S3emerfung mehrfach 

9tujjen jiejjen. 

§. 6. #nmbb*flnfft »am &t<$e Uv Körper. 

1) SWflemeine grflänntgcn. — ©efättnirtiiflfett be$ ©d>roervutict«. 

298. £)ie fefxen Äörpcr, fo wie bie 9tatur fle un« barbietet , beflfcen 
weber bie ©tetigfeit ber JWaumerfüflung uoeb bie Unoeränberlicbfeit ber ©e* 
fialt, welche bie ©eometrie au ben oon if>r betrachteten Körpern oorauSfefct. 
Sin fejter ßörper befielt in SBirffidjfeit au$ getrennten materiellen (Siemen* 
ten, welche unter ftd? bureb wecbfelfeitige Gräfte oerbunben ftnbj unb inbem 
biefe Äräfte bei feljr febwac^cn 5lenberungen in ben 5lbftänben ber Elemente 
ibre 3ntenflttitten beträd;tlicb anbem, wiberfefcen fie ftd> bi$ gu gewiffen 
©renken bem ^txtti^tn be$ Softem«, ja fie gefiatten oft nur unmerfliebe 
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©eftalWctobenmgcn , wenn äußere ftrdfte fl$ befheben, ben fetten be$ 

Körper« t>crfd?tebenc Bewegungen $u erteilen. (iögl. 278.) 

299. SBir benfen uns gwet fefle Äörper , weld;e unabhängig &on ein« 
anber ftch belegen, oermöge erlangter ©efc^winbigfeiten unb unter ber (Sin* 
wirfimg äußerer Gräfte, wie bie Schwere, ber SDrutf »on B(ufftgfeiten f bie 
Anjrrengnng eines belebten SPtotorS k. Solange biefe Körper einanber nicht 
feljjrnahe rücfen, wirb ihre gegcnfetttge Ansehung ober Abfroßung ctußerfl 
fdjwach fein unb oernadjlaßigt werben tonnen. #iebei fann e$ gesehen, baß, 
jufolge ber jebem ßörper jugehörigen BewegungSurfadjen , ein materieller 
*ßunct auf bem einen unb ein materieller <Punctaufbcm anbern Körper gleich* 
jettig burd; einen unb benfelben geometrifchcn $unct beS Raumes gehen 
follten, mit ©efchwinbigfeiten welche entweber nach 3 n ^ en P^t ober nach SRtch- 
tung ober auch nach beiben jumal oerfchieben finb. 2)ieß iji aber unmöglich. 
2Kan fagt gewöhnlich , bie Unburchbringlichfeit ber Körper flet)c ent* 
gegen, unb beSljalb müßten bie ©cfcbwinbigfeiten ber beiben betrachteten 
^uncte plöjjlich abgeanbert werben, fcbalb Berührung eintritt. (Sine ooU* 
ftäubigere (Stnftcbt in biefen Borgang erhalt man aber, wenn man fufy oor* 
fiellt, baß an ben fraglichen ^uneten, wenn fie einanber fehr nahe gefommen 
finb , fleh eine wechfclfeitige SBirfung entwirf elt , welche in ^olgc fortgefefcter 
9tnnd^erung julefct immer abjioßenb wirb unb eine ber Unburchbringlichfeit 
entfprcdjenbe ^ntenfttat annimmt. 

$>ie eben befprochene (Srfcbeinung ^ei^t ber Stoß ober baS 3 u f ftm * 
men treffen ber beiben fejten Äörper. 

300. Anmerfung. Die Borftellung oon Gräften, welche beim Stoße 
ber Äörper auftreten, ift uns fehr geläufig ; wir haben jie burch bie jeben Augen- 
blicf wieberfetjrenbe Erfahrung erworben, inbem jene Ärafte ben Sßreffungen ät)n- 
lich finb wetc^e aus unferer Berührung mit ben uns umgebenben Körpern er* 
wad)fen. Dagegen beburfte e$ fcharfer Beobachtungen unb eines hochbegabten 
'©eiiteS, um baS <ßrinctp ber gegenfeitigen Anziehung ber Äörper in feiner 

Allgemeinheit nachjuweifen ; unb nachbem fdwn bie allgemeine ©raoitation als 
unbefrreitbare Sbatfache fejifianb, erhob fleh no # un * cr ^ en ©eter)rtcn bie $rage, 
w i e biefe ßraft erjeugt unb mitgeteilt werben tonne. Die Gsinen behaupteten, 
baS eigentliche SBefen ber Ansehung fei uns gänzlich unbefannt; Anbere, bie nur 
an folche ßrafte glauben wollten weld;e bie Körper bei wirtlicher Berührung 
unter ftd) äußern, leiteten bie Ansehung aus bem Drucfe beS StetherS ab f 
eineö feinen Stoffes welcher allen föaum erfülle. Die Erörterungen über 
biefe oerfchiebenen Anflehten h^beu gu feinem practifchen föefultatc geführt, 
pr uns ftnb Ansehung unb Abftoßung beS wägbaren Stoffes Strafte, welche 
beibe auf Ab fi an b wirffam ftnbj benn wenn wir fagen, $wei Körper liegen 



Digitized by Google 



185 9h. 301-303. 

aneinanber an, fo »erfreuen toir barunter feine geometrifdje 33crü$rung roetöje 
jebe »eitere Slnnaijerung unmöglich ma#t$ fonbern »ir rooflen bannt bto« 
auöfprettyen, bie ßörper feien einanber fo na&e, ba& tyre »ed&felfeittge Wb* 
fiofjung merfbar »erben nnb bie Bewegung beö Körper« abänbern fann. 

SBaö nun bie lefcte Urfa$e betrifft auö »eitler biefe Gräfte $ur $&atigfett 
fommen, fo ijt biefetbe für bie 9lbfh>§ung eben fo wenig befannt wie für bie 
2ln$iel)ung. £)ie§ (>at Übrigend (einen dinflu§ auf baö ©tubium ber fJRt* 
<$anif unb auf ü)re Slmoenbungen. 33on 2Bi#tigfeit ift nur bie Äennrnifj ber 
©efejje, benen biefe Ärafte unterworfen ftnb*, unb fdjon baö erfie biefer 
©efefce, nämfidj bie ©(etcfytyeit gwifdjen SBirfung unb ©egentoirfung, gefiattet 
nü|jii<$e gotgerungen, namentlich auety bei ben gragen über ben ©to§ ber ßörper. 

301. $)ie @Iei$&eit jwif^eu SBirfung unb ©egemotrfung $at auf ben 
allgemeinen ßcfyrfajj oon ber ^Bewegung beö ©cfjtoerpunctö geführt (283). 
(£ö folgt auö biefem ©afce, ba§ nxtyrenb beö ©to&eö, ober überhaupt roä&renb 
ber gegenfeitigen (Sinmirfung jweiet Körper, bie 33eroegung beö ©cbwerpunctö 
für baö ©oflem biefer Körper bfoö oon ben äußern Gräften abfangt n>eu$e 
baö ©üflem angreifen, ©inb $. 33. biefe Gräfte null, b. f). nimmt man bie 
Äörper alö frei im föaume an, ünb oernacfjia&igt — »enigftenö für bie fel;r 
furje 2)auer beö ©tojjeö — ben Effect ber ©$were, fo wirb »ä^renbbiefcö 
ßeitraum« ber ©<$n>erpunct beö ©pfiemö gerablimg unb gleichförmig 
bewegen. 

302. (58 feien M, M' bie Staffen zweier getrennter ßörper j v, v'bie 
©eföroinbigfeiten i&rer ©d)roerpunctc unmittelbar oor bem ©tojje; u bie 
©eföwinbigfett für ben ©cfcroerpunct beö ©üftemS beiber Körper. 

SBerben bie ©eföwrnbigfctten auf brei re<$troinfelige 5tjen projicirt, fo 
$at man na# bem ßebrfafce ber 9U. 102 bie brei ©leictyungen 

(M -f M') u, = Mv, + MV; * 

(M + MO u y = Mv y + MV; ( [90] 

(M + MO u, = Mv, -f MV; ) 

#ierauä finbet man a x , u y , u,, unb bann au# bie ©efetyroinbigfett u 
fammt ifcrcn SBinfetn mit ben Sljen. 

SDie äußern ßrafte an bem ©öftem beiber Körper jlnb alö null oor* 
ausgefegt. 2)af>er wirb, nadj bem ßebrfafcc in 9lr. 283, bie ©eföwinbigfeit u 
conftant bleiben, wct&renb bie ©d;wetpuncte ber einzelnen Körper, flatt bie 
©efcfcwinbigfetten v unb v' beizubehalten, ©efc^njinbigfeitöanberungen erfahren 
roeld^e oon ben »e^felfeitigen (Sinioirfungen »a^renb beö ©tofccö abhängen. 

303. 93efanntli# l)t\U Mv bie 93eroegungö<©röße ber SKaffe M. 
2Kan (ann btefelbe o^ne 5tnftanb bur# eine gerabe 2inie oorjteflen, roel^e 
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bicfelbe 9iid;tuug fyat wie bie ©efctywinbigfeit v. Dann bebeutet Mv, 
ober Mv . cos (v, x) bie fßrojecrion jener (gur SDarfteHung oon Mv genom* 
meneu | (Beraten auf bie 2l$e ber x. (Sbenfo ijt baö ^robuet (M -f- M') 
bie fßrojection berjenigeu ©craben, wela)e bie $ewcgung$grö&e für bie im 
©djwcrpunct beä ©pjiemö conceutrtrt gebaute ©efammtmaffe M + M' 
oorfiedt. n 

9iad> biefer ilebcreinfuuft brüefen nun bie obigen brei ©leidjungen au«, 
ba&, wenn man burd) einen ^unet beö iWanmeä $wci ©erabe gelegt benft, 
welche bie ©röjjen Mv, MV nadj ^ntenfität uub föicfytung barftellen, bie 
Diagonale bcö über biefen beiben ©craben confiruirten fßarallelogrammö in 
berfefben Sßeife bie ©rofcc (M -f M') u oorfMt, wela)e oom Anfang bis 
$um dnbe be$ ©to&eö conftant ifr. 

2Ran fte(>t ferner (eid;t (9Zr. 94, 2) , ba§ ber ©ebwerpunet be8 ©p* 
fiemS M -\- M' fid) in einer (Sbene bewegt, wetebe ben beiben ©efcbwtnbig^ 
feiten v, v' parallel tfl mit benen bie ©cfywerpuncte ber einzelnen Staffen M, M' 
fler; toor bem ©tofje bewegen. Diefc ergibt ftd> ebenfalls aus ben ©leictningen 
T90] ber 9fr. 302 ; würbe man ndmlid) bie 9li,c ber z fenfreefet ju ben beiben 
©efdmuubigfeitcn v, v' nehmen, fo tyärtc man v, = 0, r' M = 0, alfo u, = 0. 

304. (§S fann gefrbefjcn ba§ bie beiben Körper nad> bem «Stcfec bei* 
fammen bleiben; mau fagt bann oon ber wedtfclfcitigen Ciirwtrfnng beiber 
Körper, |te fei eine un elaftifcfye, nnb biefer gaH ifr ber gewöbnlidifre für 
bie £lnwcnbung ber oorftefjenben Wormeln unb ber entfprecfyenben geometrifd;en 
(Soufhuction. 9lber and; bann, wenn bie Äörper nad) bem ©tofje auScin* 
anber gcfjcn, paffen no# biefetben ©Ieid)ungen unb bie uäntlidjc Gonftruction 
auf bie gleichförmige Bewegung beS ©pfienu©d)werpunctS, b. i. beS <punctcS, 
ber in jebem 2Iugenblicfe bie ©erabe jroiföen ben befonbern ©d)werpuncten 
beiber Äörpcr im umgefe&rten 33erbältni& ber Staffen M, M' tl;eilt. 9lux 
bleibt in tiefem jwetten ftalle bie Bewegung, weld>e jeber Körper für jtcf) 
eingebt nnb beren ©efrimmung juwetfen oon 93elaug ifr, unbefannt, folange 
man ntcr>t bie ©efefce ber wetyrenb beS ©tofjcS ausgeübten wccfyfeffeitigen 
SSirfungen fennt. 

2) ©eraber Stofe jweier Ä&rpcr. 

305. Die oorfiefwtbeu allgemeinen 33cmcrfiingcn folleit nun auf ben 
einfadjficn gall ^nmenbung fiuben; auf ben galt uämlid), wo bie ©djwer^ 
punete ber beiben Körper ftct> Dor bem ©toB* auf einer unb bcrfe(ben gerabeu 
ßinie bewegen. Der gemeinfame ©djwerpunct beiber Körper bleibt bann auf 
biefer 2inie, unb behalt auf ijjr feine ^Bewegung unoeränbert bei, ungeachtet beö 
©topcS. ©tnb beibe Körper fpnmtetrifa) in Sejie^ung auf bie 5lje we^e t^re 
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©töwerpuncte enthalt, unb Ijat jeber Moü eine £ran$lationtfbewcauini, fo tfl v bie 
©efd^aunbi^feit für fdmmtlt#e Atmete befl erften ftörperö oor bem ©toije, 
unb v' bie für fämmtltd;e !ßuncte beö ^weiten, ©obalb ber <5toB — b. f). bie 
gegenfeitige (ginwirf ung ber oeibcu mit ocrfdjtebcuen ©efd)winbigfeiten be^ab-- 
ten Äörper — beginnt, wirb ber ftörper M von Gräften angegriffen welche 
oon bem ftorper M' flammen, unb bereu iKefiilfante F (wegen ber ©Dinmetrie) 
langä ber burefy bie $wei cdnrerpuncre gebenben ©erabeu gerietet ifi; 
umgefetyrt empfangt ber ftörper M' t>om Äörper M Äräfte, beren föefuU 
taute F J ber vorigen JRefuttaute glct# unb entgegengeht iji. £icrauö eut* 
fpringen bie gormdnberungeu unb bie Vibrationen, n>etd>e uorfjwcubig jeber 
ber Äörper erfdbrt, je nad> feiner 9?arur unb nacb ber Verkeilung feiner 
Materie. 2B$nn bie $>ijferen$ ber ©cftywinbigfeiten v, v', welche bie relatioe 
©eftywinbigfeit bilbet, nietyt $u grofj iji, unb bie beiben Körper einen gewijfen 
©rab oon ftejtigfeit baben, fann man annehmen, ba& bie gormaubernug wd(>renb 
beS Sto&eä jid) nur auf eine geringe Entfernung oom Verüfjrungäpuncte 
cvftrccft, unb ba(j bie Vibrationen feljr flein ftnb; worauo folgt, ba§ bie 
Vewcgung jebeö Äörperö fafi eine tranölatorifd;e bkibt Unter biefer Vor* 
auäfefjung fei V bie ©efdjwinbigfeit, weldje ber (Scfymerpunct bcö Äörpcrö 
oon ber 2Raffe M in einem beliebigen 5lugcuMi(fe tyat unb welche na&eju 
aud; allen ^mieten biefed Äörperö im nämlid)en Slugenblicfe gufouinU; 
V bie analoge ©efdjwiubigfcit bcö ßörperö Don ber ÜJiaffc M' für ben* 
felbcn 9lugenblicf. 2>a man angenommen fyat, cö fönnc wdfjrenb ber Dauer 
beö 6to§e$ ber Antrieb ber du§ern Ärdfte oemad)ld§tgt werben, fo &at man, 
nad) bem ßebrfajjc ber 9er. 282 : 

MV 4- M'V = Mv + MV. 

(£$ wirb immer ein 9lugenblicf fommen , wo bie beiben <5d?werpuncte 
einerlei ©cfdjro.inbigfeit u annehmen, welche burefy bie ©leidjung 

(M -f- M') u = Mv -f M'v' * [91J 

gegeben ifi ; unb bei ber VorauSfcfcung fe&r flciner Vibrationen werben 
alle Xj?eile beiber Körper beinahe cbenbiefe ©efebwinbigfeit u tyaben. ©ibt 
man biefc 511, unb ifi bie gegenfeitige (Sinwirfung ber Körper feine clafhfdje, 
fo wirb beren ^ntenfttfit null oon bem ftugenblicfe an, wo bie gemeinfcbaftlicfye 
©efebwinbigfeit u erreicht ifi; ber 6to§ f)at bann fein (£nbe gefunben, 
unb bie beiben vereinten Jtorper behalten bie ©efer/winbigfeit u , fo lange bie* 
felbe nidjt burd; dunere Gräfte abgednbert wirb. 

306. 25te lejjte ©teid;ung pa&t auf alle befonbem ftälle. Die jwei 
Körper föunen f!<$ ndmlidj in einerlei ©inn bewegen (wobei bie ©efdjwin* 
bigfeiten baö nämliche 3«c^en £aben), — ober einanber entgegenlaufen (bann 
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Reiben bie ©efcbn>tnbta.fetren v, v' »ergebene Stifytn, unb ber Sinn bei 
(jemetnfcbafttuben @efcb»inbigfeit u wirb burcb fein 3*i$ eu augegeben, 
n>el<$e« übereinftimmt mit bem Beiden bet grdjjern üon beiben ©emegung«* 
Quantitäten); — ober e« fann aud? eine bet SKajfen »or bem Stofje in 
föu&e fein (in welkem galle man bie entfprecbenbe ©efcbnmtbigfeit = 0 gu 
fefeen hat) j — ober enblicb bie gemeinfcbaftlicbe ©efcbroinbigfeit u fann null 
»erben (unb bie§ finbet ftatt »enn bie 23en>egnng«grö&en Mv, MV gleich 
nnb oon entgegengefefcten fyitytn finb). 

8) SJon ber SDauer bee geraten 6tofje« unb »on ber 3ntenjttöt bet Ärifte wtyrenb bet 

Jßerü&nmfl. 

307. £>ie kalter be« 6tofce« jtoiföen gjoei Körpern wirb oon ihrer 
retattoen ©efebtoinbigfeit unb i^rcr £ärte abbangen. Um biefe Dauer bureb 
[Rechnung bejtfmmen gu fönnen, mü§te ba« ©efefc befannt fein nach »elcbem 
bie »ährenb ber Berührung »irffamen gleiten ßrfifte F unb F' fieb änbern (305). 
@ne Annäherung an bie »ahre Dauer erhält man, menn man bie ßrdfte F, F' 
confiant annimmt. <5« fei x ber ©eg, ben ber ©ebwerpunet be« Äorper« M 
oom beginn be« Stofceö an bi« gu bem Slugenblicfe betreibt, »o bie (Schwer* 
pnnete beiber Körper bie oorau«gcfefcte gemeinfcbaftlicbe ©efcbnnnbtgfeit u 
haben; x' fei bie analoge ©rofce für ben ^weiten tförper; t ber 3eitraura 
gwiföen ben beiben bezeichneten Slugenblicfen. 3n Anbetracht bajj (283) 
jeber <5cb»erpunct fleh fo bewegt, wie »enn in ihm bie SWaffe be« tförper« 
concentrirt »äre unb er »on ber conftanten Äraft F ober F' angegriffen 
würbe welche ber anbere Körper au«übt, bat man (153) 

3n biefen beiben ©letebungen finb fowot)l x, x' al« v, V atgebraifebe 
©rofjen, b. h fte finb pofltio ober negati», je nacb ihrem ©inne auf ber 
geraben S3erbtnbung«ltnie ber (Schwerpuncte. Die ©treefe, um welche fieb 
bie beiben ©ebwetpunete einanber genähert haben, ifl x — x'; bezeichnet 
man pe bureb &, fo hat man 

Ä = (v _ v0t _i Ft ,M±^:. 

v 3 ■ 2 MM' 

Durch ben nämlichen Se^xfa^ (283) erhalt man (155) noeb zwei anbere 
©leiebungen, welche übrigen« blo« bie Ableitungen au« ben ©leiebungen [92] 
finb; nämlich 

Mu — Mv = — Ft, M'a — MV = Ft. 
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$>ie Elimination »on u gibt 

Ft (M + M') = MM' (v — v')J 

tyema<$ mirb 

* = (v - v') t - i(v-v')t, 

unb alfo 

t = 

cnblid) 

MM' 1 (v-vT 
* " M + M' d 2 ' 1 J 

ober, wenn P imb P' btc @en>i$te ber mit ben Waffen M, M' begabten 
Körper jlnb: 

PP' i (v — vO a 



F = 



P + P' d 2g 



SBeifpiel. 2Bir nehmen an: 1) bie relative ©efötmnbigfett (v — v') 
beiber Körper entfpre^e ber §tye oon 1 2Reter (145); 2) eines ber ©e* 
nriajte P, P' fei 1 Äilogr., ba$ anbere 9 ßilogr.; 3) bie £>ifton$ * betrage 
0,001 3Reter. 

#ierna# ift gn fefccn 

( V — ol)er v — v' = Vig = 4,43; 

2g 

P = lj P' = 9; * = 0,001. 

0 002 

«Kail finbtt t = = 0",00045 

Dbmo&l bie üorjte&enbe X&eorie, treffe bie Äraft F als conftont oor* 
auSfefct, nid^t genau ifi, geigt ftc bo$ ben dinfhifc ber ftarte Oon meiner 
bie ©rö§e d abfangt) auf bie 3ntenjttät ber »edjfelfettigen SBirfung unb 
auf bie Haf#eit be« <5to&eS. 

4) Sßom SBcrlufl an lebenbfgcr «potertj beim 6to§c jweier ttity elajHföer Ä&rper. 

308. 3« b cr inbufrrieflen 2Re<$anif ifi e$ »on großem 3 nterc ff c # 
tebenbige jpotenj groeier Äörpcr unmittelbar vor unb na# i^rem <5to§e gu 
Dergleichen. Sieiben bie Äörper, nacfybem jie fidi> »edjfelfeitig comprimirt 
tyaben, beifammen, unb nimmt man an, fte befä§en gu <£nbe beS Stoves in 
allen ityren dlementarbeftanbtlleilen eine gemeinfame ©efctyiinnbigfeit (inbem 
man bie Vibrationen oerna^la&igt »el#e in betben JWrpern jtottfinben tonnen), 
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fo ftc^t mon feiert 1) baf bie Summe tyrcr lebenbigen $oteng eine 33er* 
minberung erfahrt; benn wetyrenb ber fcompreffton , welche beibe Äörper bi« 
ju bem flugenblicfe erlitten haben wo ihre ©efdmnnbigfctteii gUic^ geworben 
finb, erfolgte bie Annäherung jwifchen ben ber »eruhrungSfrelle benachbarten 
SWajfentheilchen trojj ber Slbfiojjung, welche eben burch biefe Annäherung 
heroorgerufen worben ifij unb f>ierau$ entfpringt eine negatioe Arbeit. 
2) ©leicbfalld ohne (Rechnung jieht man, bafc bte oon ben ÜRolecnlarfräften 
herrfthrenbe Arbeit — unb mithin bie ihr numerifch gleite Aenberung ber 
lebenbigen ^otenj — , inbem fte blo$ oon ber relatioen Bewegung ber jwet 
ßörper abfangt (290), bic nämliche bleibt, wenn man oor bem etofee beiben 
Körpern in©ebanfen eine gememfcbaftütyc ©efebwinbigfeit julegt(42), welche 
ftch mit ben f(t)on befrehenben ©efchwinbigfeiten $ufammenfefct. 

309. 9luö ber (entern JBemcrfung folgt, ba& bie ^Berechnung be$ 2Ser* 
tufieö an lebenbiger ^otenj, ben $wei Körper burch ben ©to§ erleiben, ftch 
immer auf ben gaH jurüefführen läfjt wo einer ber Äorper oor bem <5to&e 
in 9tul)e war. 2Bir fcfccn alfo, bei ben Annahmen ber 9lr. 305, v' = 0. 
£)ie lebcnbtge «ßbtenj beö ©vfiemS beiber Äörper oor beut ©tofje ifr ^ Mv*. 
Stimmt mau an, ba§ $u <£nbe be$ <5tofce$ fämmtliche (Elemente beiber Körper 
eine gcmeinfcbaftlicbe ©efehwinbigfeit haben, welche mithin bte ©efchwinbta,* 
feit u beS @chwerpunct$ fein wirb, fo ifi aisbann bie tebenbige ^Jotenj 

1(M + M')u*, 

Mv 1 M*v 2 

ober, »egen u = [91] : j M + lf ' 

golglic^ bettägt bie SJifferenj ober bie abnähme bet tebenbigen !poteitj 



i^C^irS-ir)' 



-f 

wetzet Auöbrucf jich rebucirt auf 

1 MM'v* 
2M -f- M' 



[94] 



310. Anwenbung auf baä (Einrammen oon pfählen. — 
(Sin föammflojj oon ber Sföajfe M unb oom ©ewichte P = Mg faßt au$ 
ber #itye ö auf *> cn Äopf eines ^fa^föj feine lebenbige $oten$ oor bem 
©tojje tfi alfo Ph = l Mv* 9tact) einem <Sto§e oon fetjr furjer 2)auer 
wirb fowohl ber 9lammhoj$ atö ber Sßfahl, beffen 2Jtaffe — M' unb beffen 
©ewict/t = P' fei, eine ©efchwtnbigfett annehmen welche fehr wenig oon 
ber oben berechneten ©efchwinbigfeit u abweidet, wenn ber SBiberfranb be$ 
33obend gering ift im Vergleich $ur Äraft bie fld> bei ber öerübmng $wtf<hen 
tflofc unb $fa(>l wetyrenb be« @to§e« entwicfelt. 



Digitized by Google 



10t # r . 3H. 

3u <£nbe beö StojjeS ifl bemua# bie lebenbige $oten$ beiber äorper 

1 M-v 2 Bf i 

ober Ph s-l — j — tu ober Ph . 



2M + M' M + M P' 

Set biefem Sluöbrucfe ifl üon ben Vibrationen beä ^fa^lö abgefeilt, 
welche aber aucty nia)t$ jur bcabftcljtigten ßtnfenfttng beitragen. $>icfc @tn* 
fcnfung ifl ita&cju proportional ber Icbcnbigcn *)3otenj beö <Pfaf?lö unb be$ 
&(ofceü , wenn beibe auf i^ren gemeiufamen Scfyirerpunct conbenflrt gebaut 
»erben. üRan erhalt baf>er bei bem nämtityen ÄrbeiMaufroanbe Ph unb 
bem nämlid;en ©erntete P' be$ *pfa^(« einen um fo grö&ern tfltct, je 
gröjjer P wirb (wobei alfo »orauägefefct ifl ba§ h in bemfelben öerbättnifj 
abnimmt). — SDie öerininberung ber lebenbigen <ßoten$ burdj beu (Stop ifl 
nic^t btoö befftalb ein Ucbclflanb weil baburdj ein £&eil t»om Effect 
be$ 9?amuiflofee$ »ertoren gebt; fte ftcflt jugicta) eine Arbeit ber ÜMecutar-- 
fräfte bar, wc(d>e bic llmgeftaltung ber »om <5tof$e betroffenen 6tücfe bc- 
gleitet, unb btefe gormänbcrtmg fann bi« $ur 3erflörung fortreiten. $>iefc 
©röfce nimmt ab, wenn — bei unoeränbertem SBertye beö Jßrobuct« Ph — 
p 

ber 23rud) — , juntmmt. ifl benmaq auö boppclrem ©runbe oortyeityaft, 

föammttofce t»on großem ©ewicfcte bei mafjiger %atytyt an^iwenbcn. (OJcan 
fann fiefc überzeugen, ba§ ein klaget bur# fteine ©djtage mit einem bin* 
reia)enb großen Jammer leichter unoerbogen einzutreiben ifl als burd) weiter 
auögelwltc 6treia)e mit einem ju flehten Jammer). 

311. 3fl (309) feine ber ©efctywinbigfeiten v, v' null, fo fann man, ofcne bie 
relattoe Bewegung ber beiben Körper ju dnbern, in ©ebanfen einen berfelben 
alö rofyeub nclmtcn, inbem man »on beiben ©efcfynnnbigfeitcn einen unb ben- 
felben 2Bert£ v' fubtrafnrt. 2)ann £at ber Körper üon ber ÜKaffe M nur 
nod? bie ©efdjnnnbigfett v — v'; ber Äörper oon ber JKaffe M' ifl auf ben 
3njlanb anfänglicher JRutye rebucirt, unb man fommt fomit auf ben oor^erbe- 
trachteten galt jurücf. £)er Ükrlufl an lebenbiger ^otenj — numertfdj gleidj 
ber negatioen Arbeit ber 2Rolecularwirfungen wäf?reub beö StofjeS, bis $u 
bem Slugenblicfe wo bie ©efefctombigfeit einen für beibe Äörper gemeinfctyaft* 
liefen 2Bertf> annimmt — ergibt ftety bal;cr , wenn man v — v' für v in 
bem legten SluSbrucf [94] ber Kummer 309 fubflituirt. SÄan credit 

1 MM 1 (v — vp* 

2 M -f- M' 

©ine Seflätigung biefeö OtefultaJ*-*^* ^ e öcrgleicbung ber lebenbigeit 
^oteng oor bem ©tofce, iMjKr?^) mit jener n>tld?e im saigenbltcfc 
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ber größten Gompreffion ftott \)at, nämlich L(M-j-M')u* ©efrt man 
für u feinen Sßertb M _|_ M ; [9*J unb führt bie 6ubtraction auä, fo ftnbet 

1 MM' (v — v') 2 . t 
man ^ — M _^ M< — » mie oben. 

ORan bemerfe, baß biefe ©röße, nach bet formet [93] in 9lr. 307, 
bem iJJrobucte gleich tjt, meldte« in ber Zfyat bie Arbeit ber SRolecutar* 
wirfungen auöbrücft. 

312. 25ie nämliche ^Betrachtung ber relatioen Bewegung fuhrt noch auf 
eine anbere Folgerung , wie mir fogleich fe^en »erben. 93ei jebem beliebigen 
Sßerthe ber ©efchwinbigfeit u (oon welcher oorauSgefefct würbe , baß fic im 
Stugenblicfe ber größten (Sompreffton bie gemeinfebaftliche fei) fann man für bie 
©efchwinbigfeiten v, v' bie ©efchwinbigfeiten v — u, v' — w, oon benen bie 
eine pofttio, bie anbere negativ* fein wirb, fubftituiren, ot)ne baß baburet) ber 
SBcrtitft an lebenbiger $oten$ ftcb änbert, ben bie jwei Körper feit Anfang 
be$ (Sto^eö erlitten fyabtn. 9ta ifl bei biefeu angenommenen 9lnfang&* 
gef$roinbtgfeiren bie gemeinfame ©efchwinbigfeit im 5tugenblirf ber größten 
(Sompreffion null, ba man für jte u^-u erhalten mürbe; atfo tfl ber öerlujt 
an lebenbiger ^otenj gleich ber gefammten (ebenbigen $otcng oor bem Stoße, 
nämlic^ 

i M (v — u)* + i M' (u — v')* , [96] 

b, r). ber in 9tebe flet)enbe öerlufi tjt gleich ber ©uinme ber* 
jenigen lebenbigen <poten$en, welche bie beiben Körper (bt- 
jiehung^wetfe) beftjjen würben, wenn jeber berfetben mit 
ber oon ihm beim (Stoße oerlorenen ober gewonnenen ©e* 
fchwinbigfeit begabt wäre. 

$)ieß ifi ber <£<mtot*f$e £et)rfa|, ber gewflhnlich auf algebraifchem 
2Bege bewiefen wirb, uub ben man auch weh ^ ur( ^ folgenbe $robe betätigt 

Mv 4- MV 

finben fann. (Subftituirt man in [96] für u feinen SBerth "~ M T M < » f° 

flnbet man atä Olefultat ben bereit« ausgerechneten SSerlufi [95] alä gunerton 
oon M, M', v unb V 

313. 2Ran barf nicht oergeffen, baß bie Wormeln ber Hummern 309, 
311 u. 312 ben 23erluft an lebenbiger $oten$ unter ber S3orau3fefcung 
ftnyben, beibe Körper hätten in allen ihren Runden bie nämliche ©efebmin* 
bigfeit u v m <Sto§e> wa$ barauf jurücffommt, bie ganje Sföaffe beö 
6ojiem3 in bejfeu e>tv»*"*imct verlegt ju benfen. SBenn aber nach bem 
©toße bie Körper ftch trennen, r) a >X i XMt „ber überhaupt relatioe ©e* 
fchwtnbfgWten beibehalten, müßte ber na^ erwähnten gormein berechnete 
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&erlujt um bic gefammte Icbcnbtgc $otcnj oerminbert »erben weldje tf* 
ergibt, wenn man btoö bie relative ^Bewegung beä <5ojiem« rücfjlctytlicb 
beweglicher Stjen in afecfmuug jiefft, welche burd> ben 6cbwerpunct ge&en 
unb parallel $u brei fefren ©eraben bleiben (110). 

■ 

5) Som ©tojje elafitfd>er Äörpet. 

314. @$ fommt oft oor, bafc jwei Äärper naefy tyrem geraben ©tojje 
fid) trennen, oermöge wecbfelfeitiger föcpuljtofräfte , welcbe an ber 93erü> 
rungäfrefle in bem Slugenblicfe tfjatig fmb wo eine gemeinfctyaftli^e ©eföwin* 
bigfett ber beiben 64>werpuucte eingetreten tjt 

3n ber ££eorie Oom ©tofje ber tförper nimmt man an, es gebe eine 
oollfommene CHafiicitat, welche barin beilegt, ba§ gwei beliebige 
2Raficnt()eiId)en, nad;bem fic einanber gendbert ober oon einanber entfernt 
worben ftnb, tyren urfprünglidjen 5tbfianb wieber ju erlangen ftreben, uub 
ba§ wabrenb ber föücffe&r auf biefen erfien 5lbftanb tr)re wecbfelfcttige SBir- 
fung wieber bic namlicben SutenfttätSgrabe (in mngefe(>rter ^o(ge) burdjlauft 
wtewä^renb ber Schiebung. 3)iefe (Sigenfdjaft fetjeint in ber Zfyat allen 
fcjien Körpern jujufommen, fo lang il;nen eine nur geringe Störung tyreö 
gewöhnlichen 3uito»beS wiberfäbrt, beren ©renje je nach ber 9tatnr be« ßör* 
per« wecbfelt. 3lber man nimmt aujjerbem noch an, ber Sto§ jweier elafiifcher 
Äorper fönne zuweilen in ber 9lrt oor jicb gehen, ba§ in bem nämlichen 
Slugenblicfe, in welchem bie Äörper fldj trennen, bie urfprünglicbc ©eftalt 
berfelben unb bie relattoe töulje $wtfcben ihren 2Äaffcntheilchen fich wieber* 
herjreUt. Unter biefer Jöorauöfefcung , welche ftetä me(>r ober weniger »on 
ber äßirflicbfeit abweist, ifl bie gefammte 2Rolccutar*5lrbeit oom 23egmn bi« 
jum (Snbe be$ ©tojjeS null. 

Otftnmt man unter ebenbiefer Söorauöfefcung bie Unterfuchung ber 9lr, 305 
über ben geraben 6tojj wieber auf, unb .bezeichnet burch V bie ©efchwinbig* 
feit beö Äörpcrä oon ber ÜKaffe M nach ber Trennung welche ben (Stojj been* 
bigt, burch V bie, ©cföivinbigfeit beS Körper« oon ber 2Me M' im näm- 
lieben StugenMicf, fo i)<nt man (290), ba bic 9lrbcitö*6umuien ber 2ffole* 
cularfrafte null ftnb: 

| MV* -f- f M'V« » l - Mv* + i MV 1 . [97] 

$)iefe ©leichung, oerbunben mit ber aus bem ßehrfafce oon ber SewegungS* 
grö&e (282) folgeuben ©leichung 

MV -f MV = Mv -f MV [98] 
läfjt V unb V befrtmmen. 

Belanget'« SRedjanif. I, 13 
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315. Die obigen ©let^ungen geben 

M' (V* — v'*) = M (v 2 — V»), 

wnb M' (V — v') = M (v — V). 

£ur<$ Dioifton fommt 

V + v' = v + V, ober V — V = v — v', [99J 

b. bie retatioe ©efdjroinbigf eit fyat bloä ba8 3 e t$ en %tan- 
bert, fo bafc alfo $toei Körper, welche mit ber refatioen ©eföroinbigf ett v — v' 
aneinanber gefommen fmb, nadj bem <£to{je mit ber relattoen @ef$n>inbig- 
feit V — V auSeinanber n>eict)en. 

316. 9la# btefer 3wif$enbemerfung laffen fiefy nun bie ©efetyroinbig* 
fetten V unb V um fo leichter futben, nämltd) au$ ben (Steigungen [98] 
unb [99], n>ct<fye beibe oom erjlcn ©rabe ftnb. Sßirb bie gtoeite mit M 
muttiolicirt unb bann $ur erfreu abbirt, fo (ommt 

(M + M') V = 2Mv + MV — Mv', 

roorauS fogfeid) ber 2BertI> oon V folgt, eine ar>nlict>e gormel gibt ben 
2ßertt> oon V. 

£>ie oorige ©Iei<$ung fann fo getrieben werben: 

(M + MO V = 2Mv + 2MV — (M + M') v'. 

9lun ifl Mv + MV bie Seroegungsgrö&e be« Softem«, wenn man ftd) 
biefeS im Sctytoerpunct conbenjirt benftj ba aber biefe ©rö&e (305) au# 
burdj (M-fM')u bargefrellt ifl, fo erhalt bie @Iet#ung bie fe^r einfache 
Borm 

V = 2U — v', 

roeI$e, mit V — V = v — v' oerbunben, V = 2u — v gibt. 

£>te ©efc^ioinbigfeiten V, V nadj bem ©tofce übertreffen alfo bie ©e^ 
f#n>inbigfeit u be$ (Scfytoerpunctö um ben nämlichen SBertt) um n>ela)en biefe 
©efdjtoinbigfett u bie entfprecfyenben ©efcfyroinbigfeiten v, v' oor bem Stofje 
übertrifft ) ober jle »erben oon u um ebenfootet Übertritten als u oon v, v'. 

317. 3n bem befonbem gaüe, »o bie Waffen M, M' ber beiben 
elaftiföen Äörper einanber g(ci<$ ftnb, r>at man 

2U = v 4. v ', V = v', V = v, 

b. ty. e$ finbet ein Stuötaufd) ber ©efömnbigfeitcn fiatr. 3fi einer ber 
Körper oor bem ©tofje in töube, fo bleibt ber anbere na<$ bem Sto&e in 
töutye, unb ber erjte nimmt bie frühere ©efc$tt>inbigfeit be$ jweiten an. 



» 
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i 

318. Sin jwei Valien oon Elfenbein ober Äautfchuf ftnb bie Vorauf 
fejjungen ber 9ir. 314 beinahe - t>crwtrHid;t , unb bie Verfnche über ihren 
gegenfeitigen 6tofj ftimmen mit ben au« jenen Vorauöfefcungeu hergeleiteten 
gormcln ziemlich gut überein. $)o<h barf nid;t unbemerft bleiben, ba§ bie 
©eftatt ber ftdj jtofjenbeu Körper oon bebeutenbem dinfluffe auf bie (Srfchei* 
nung ifl. fiafjt man eine Ältgel aus ßautfdjuf auf eine 9Äarmorplatte 
fallen, fo fpringt fie bi# fajt auf | it)rcr gattfyötye jurücf. (Stellt man aber 
benfelben Verfuch mit einer ©a)eibe Dom nämlichen (Stoffe an, welche man 
auf bie flache 6eite fallen lä&t, fo ift ber ötücffprung fafl null. - ©leichwohl 
hat ber fatlenbe Körper mci)t aufgebort, beinahe ooUfommen elajtffch gu fein. 
2)ie (Srflärung ber (Sache ifi in ben Vibrationen $u fliegen, welche im lejjtern 
galle fich gegen b aä innere ber (Scheibe fortpflanzen unb nad) ber Trennung 
oon ber platte fortbauern, wäpreub bagegen bie Vibrationen nur in ber 
9ictye M VerührungSpunctö eint beträchtliche 3>ntenjttät haben wenn bie fleh 
jiofjenben Äörper kugeln ftnb, ober wenn wenigfienS ber eine oon beiben, 
unb jwar ber weniger harte, biefe ©eftalt h«t. 

319. SWafchinentheile, welche fleh ftofjen, nehmen gewöhnlich nach ih r ** 
Begegnung eine gemeinfehaftliche ©efehwinbigfeit in einem jur 23erüc)rung$* 
fielle normalen Sinne an. 5luö bem plöjjlichen Söechfel ber ©efchwinbtgfetten 
erwadjfen Verlufie an lebenbiger ^oteitj ober negatioe 2lrbett$grö&en, welche 
man fooiel wie möglich oerminbern mufc unb oon benen man ftch fiel« Stechen* 
fd;aft gu geben h«t, wie man in ber golge fehen wirb. 



320. Sßenn jwei fefie Körper über einanber weg gleiten ober rollen, 
fo erzeugen ihre wechfelfeittgen (Sinwtrfungen immer eine negatioe Arbeit j 
biefe drfcheinung wirb im Allgemeinen bre 01 e i b u n g genannt. 

Sine anbere Urfache oon SBtberfranböarbeit befiehl in bem oorübergehenben 
SBiegen gewiffer Äörperfrücfe, welche beim SBieberaufrichten bie für ihre Seit* 
gung aufgeroenbete Arbeit nicht jurücf erfiatten ; h^ cr 8*jlort bie (Steifheit 
ber ©eile. 

&en nähern Unterfuchungen über bie Reibung unb bie Steifheit ber 
(Seile wirb ein befonberer Wbfchnitt biefeö 23uche$ gewibmet werben. 

§. 7, MQtmtmt Jeflriffe «ber JÄafdjhuti. 

321. (Sine 2Rafdnne ifl ein Körper, ober ein Gompler. oon Äörpero 
ber bie Vejrimmuug 1)<it f an einigen feiner <ßuncte gewiffc Gräfte aufjnneh* 
men, unb burch anbere $uncte beö (Spfiemö Gräfte ausüben, welche 
gewöhnlich oon ben erftern oerfd;ieben ftnb, fowohl nach Sntenfttät unb fötch* 
twtg als h in Pth^i^ ©efchwinbigleit ihrer 9tngriff8puncte. 
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322. ©ei mannen SWafäinen ifl btc 23ere$nung ber Strafte, welche 
nötytg ftnb um ben oorliegenben ju meinen, oon untergeorbnetem 
©dang ; batyin gehören bie meiflcn SBerf jeugmafetyinen unb ber größte $&etf 
berjenigen Apparate, roet<$e bic ©efdncflidjfeit ber menfdjttdjen £anb $u 
erfejjen tyaben. $)te £auptfa$e ijl £ier bie öoüfommentyeit ber au8$ufüfyren^ 
ben Operation, ober bie Olcgetmäßigfeit ber beabfid)tigten ^Bewegung, abge- 
fefcen oon ber Sntenfüär wetd;e etwa ber ÜRotor ober feine Arbeit $aben 
muß. 

dagegen ifl jene 23eredmung »on größter 2Bi$tigfeit bei #erfletlung 
folc&er 9Raf$inen , burdj wc(<$e bie ber 3>nbuflrie pcr 9?atur jur 93er* 
fügung gejleflten Strafte nnfcbar gemalt werben follen, um an gewijfen 
äußern (b. i. nu$t jur 2Rafd;ine felbfl gehörigen) Körpern große Arbeit«* 
wert^e $u erzeugen. 

323. Unter bem bpnamift^en Effect einer SWafdnne oerftefyt man 
bie Arbeit ber Strafte, weld)e f?e auf bie eben erwähnten äußern Körper aus- 
übt, nac^bem man biefe tyrer (ginwufung unterworfen Ijat. $)iefe Arbeit ifl 
im flflgememen pofitio, in mannen befonberu fallen aber autfy negatio. 
ßefctereä flnbet $. 58. jlatt bei einem Strafjn, beffen man fidj bebtent um Saften 
auö einer gewiffen £ö^e tangfam &erab$ulaffcn ; ober bei einer fiocomottoe, 
wenn man ben J)ampf jur öerminberung ber oom SBagenjug erlangten ©e^ 
fdjminbigfett oerwenbet #ier bringt bie £anb befl Arbeiters an ber Würbet 
be6 SfrabnS, ober ber £ampf an ben ßolben ber ßoeomotioe eine negatioe 
ober wtberflefcenbe Arbeit ^eroor. 

324. 3 n °™ gewöhnlichen gäöen, b. ty. wenn ber bpnamifcfye (Effect 
pofitio ifl, erjeugt bie föitcfwirrung ber äußern ftörper, auf welche bie 2Ra* 
(dune ju wirfen befrimmt t|1, an biefer tyimvieber eine negatioe ober SBiber^ 
flanbdarbeit (276). £)iefe föücfwirfung fann man ben £auptwtberftant> 
nennen, jum Unrerfcfyiebe oon anbern Gräften, beren negatioe Strbeit an$ 
wectyfelfeittgen (Einwirfungen entfprtngt welche gtoiföcn ber SRaftyinc unb 
tyren Untertagen ober ber fte umgebenben £uft ftattftnben , ober au# swifcfyen 

- ben Steilen ber *D?afdnne felbfi. SDtefc oerfdjicbcncn Gräfte (Reibung, 
(Steifheit ber Seife jc), weiche aus ber pf^ftfdjen ßonflitution ber Storker 
fycroorget)en, unb beven negatioe Arbeit bem 3wtf« oer SWafcfyine fremb ifl, 
aber ni^t oÖÜig Oerinieben werben fann, laffen fta) paffenb atö fecunbäre 
SBiberflänbe ober Stebenwibcrflänbe bezeichnen. 

2Ran finbet &in unb wieber für ben -frauptwiberflanb ben Diamen nüfc* 
Ii d> e r ober a c 1 1 o er SBtberflanb, unb für bie anbern bie Benennung p a fft o e 
2öiberflänbe. t>. me ju 9tr. 28i.) 
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325. 2>ie Ärdfte, bur# bereu Zfyätitftit (321) bie Bewegung einer 
ÜÄafcbtne eingeleitet obft unterhatten »irb, wäbrenb biefelbe $ugleid) oer-- 
febiebenen 23ibertfdnben auSgefc&t iji, befielen umreiten in ber einwirfung 
ber <5d;»ere auf bie SRafdjinc felbft; juweüen in ben Siolecularwirfungen 
innerer, jicb abfpannenber gebern; am (jdufigften aber »erben biefe Gräfte 
oon Körpern ausgeübt, welche niebt jur 2Äafcf?tnc felbfi gehören, fonbern einen 
abgefonberten SWotor für jte bilben. 6olcbe Körper »errieten baS ihnen 
obltegenbe @efd?dft auf zweierlei %xt; namltd; batb babureb, ba§ fle einen 
tytit ihrer juoor befeffenen ©efebwinbigfeit oerlteren (Seifpicte: SBinN 
müßten; gewilfe SBajferrdoer, in benen ft$ basSBaffer fafl fcorijontat bewegt, 
aber fo, ba§ cS mit einer grö&ern ©efcb»inbigfeit ein-- atS austritt); batb 
bureb gänjlid;e ober tbeilmeife Ucbertragung berjenigen Gräfte, »elcbe jle felbft 
entn>eber »on ber 6cb»ere, ober oon ber (Slafticitdt gasförmiger Äörper, ober 
oon ber SWuSfeltbdtigfeit lebenbiger 2Befen 2C. empfangen haben, (©ei* 
fpiete: Sßajferrdber »etebe bureb baS ©e»icbt beS SBafferö umgetrteben 
»erben ; SKafchinen »eldbe bureb 2>ampf, bureb dufcere gebern, Jburcb Zfaxt jc. 
in Bewegung gefegt ftnb.) 

326. 3)a eine 2Rafcbine als ein ©ojtem oon materiellen «Puncten an* 
gefeben »erben fann, »etebe au&ern Ärdften unb innern »ecbfelfeitigen Ärdf* 
ten unterworfen finb, fo finb bie allgemeinen *principien ber 93e»egungen 
eine« folgen ©pftemS auf jebe beliebige 2Rafdn'ne anmenbbar. — (SS fei 

fc m bie 23 e»egnngS arbeit, »elcbe »dbrerib einer gewiffen 3eit ent* 
»eber aus ber SBirfung oon gebern fld? ergibt, bie $ur «Kafcbtne felbft 
geboren unb ftd? abfpannen; ober aus ber ßraftentwicfelung äußerer Ädrper , 
weld>e ben gefonberten 2Rotor ausmalen j 

bie gefaminte Arbeit »elcbe »ir oorhin als bpnamifeben ©ffect bezeichnet 
baben, wdbrenb ber nautltcben 3eit ; alfo 

— Q. bie Arbeit berjenigeu Gräfte, welche bureb ibre (Entwirrung auf 
bie SWafcbine ben «fcauptwiberjlanb in bem betrachteten 3eitraume büben ; 

— % bie gefammte Arbeit ber Slebenwiberfidnbe »dbrenb berfelben 
3eit; eine Arbeit, welcbe tbcilS aus ben Reibungen unb (Srfcbüttcrungen bureb 
bie benaebbarten Körper, tbeits aus ben Reibungen unb ©eftaltsdnberungen 
ber aWafcbmentbeite felbft entfpringt; 

P baS ©efammtgewiebt ber üRafcbine ; 

H 0 unb H bie Drbinaten ibreS @cb»erpunctS für feine Anfangs* unb 
(Snb--2age unterhalb einer feiten, beliebig angenommenen £ori$ontalebene ; 
p ober mg baS ©e»icbt eines materiellen $uncts ber SRafcbine j 
v 0 unb v bie Anfangs* unb (Snbgefcbwinbigfeit biefeS $uncteS für bie 
betrachtete &it. 
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£>er allgemeine Sefcrfafc oom Slrbettteffect ber strafte (289) unb ber 
<5afc oon ber Arbeit ber @d>were (124) geben bie Delation 

J 2mv l — irmv 0 » = «„, — £ — 9L r + P (H — Ho), 
woraus folgt: 

= * B + P (H - Ho) - « r — (J. rmv« - £2mv 0 *) , [100] 

b. man erfccU* ben bpnamtf^en Effect einer SDfcafdMne für 
einen beftimmten 3eitranm, wenn man ju ber (vom ©ewicl;tc 
ber ÜJlafdMne unabhängigen) JBewegungäarbeit bieSlrbeit ber 
@<$were (gemeffen bur# baö ^robnet auö bem @ewi#t ber 
SWafdjine unb ber #ö(?e um wclcbe if>r Sctywerpunct berab* 
gefommen ift) abbirt, bann bie Arbeit ber 91 ebenwiberfianb e 
abgießt, unb enblicty nodj ben 3 utt> ad)$ ber lebenbigen $oten$ 
ber 9Raf#ine fubtrabtrr; wobei immer jene Arbeiten unb 
biefer 3uwac$$ auf bie in 93 e t r « dj t gezogene %eit ju bereety* 
neu finb. 

327. Da« ©Heb « r wä*<bfi o^ne ©renje mit ber 3eit w5f>renb melier 
man bie Bewegung ber 2Rafdn'ne bttxad)ttt; ba$ ftamlidje gilt oon bem 
©liebe %, fo lange ber SKafcbtne ein 9iufcwiberfianb bargeboten ifl, ober 
fo lange jie ni#t leer gefct. 2)a$ ©lieb i^mv 2 bagegen erretd^t balb 
einen SBeTtb ben e« in ber golge niebt überföreitet ; ja eö änbert fid> 
oft nur wenig mefjr, oon bem 9lugenblicf an wo e$ biefe ©ren$e juerfr 
erreicht £at; unb wenn mit biefem Wugenblicfe , ober mit einem fpfitent, 
ber 3 c ttraum beginnt auf welcben ftd) bie oorflebenbe ffarmel beliebt, fo 
oäcillirt (fo $u fagen) bie £)ifferen$ \ 27mv l — l Zmv 0 5 innerhalb unbe^ 
txaä)tüä}tt SBcrt^e, weldje julefct in aüen fallen gegen bie (Summe ber 
wadtfenben ©röfcen ft r unb ® \?ernaa)I<5|3igt werben fonnen. 

(Sben fo »erhält es ftc^ mit bem (auf ba$ 6infen be$ SDiafdnnen* 
©tfywerpunctä bezüglichen) <lkobucte P (H — H 0 ) , wofern bie Sftafdu'ne nicfyt 
eine ortoeränbernbe ift, in welkem gafle ber abfolute üBertty biefeS ^robuetä 
gut ©ewegungSarbeit t a gefdjlagen wirb wenn ber (Scfywerpunet gefunfen 
ifl, anbernfallä aber gur fcbaMia)cn ÜRSiberflanbflarbeit. 

SSererimet man bafter bie ©Heber ber obigen ©leiebung gwifäen gwei 
weit genug auäeinanberliegenben Slugenblicfen, fo fann man biefelbe nalje* 
rungäweife auf bie fetyr einfache ftormel 

= « m - S, 

rebuciren; unb biefe iji in aller Strenge wafyr, wenn man bie Stftafdmic 
wtyrenb eine« 3" traum ^ in $etracbt gie^t, für bejfen Anfang«* unb (gnb^ 
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flugenbtitf bie ©eföwtnbtgfeiten i^rer »ergebenen Steife bie n5mff#en finb 
unb bcr ©(bwerpunct in bcr ndmlitbcn #6be liegt. £>tefe ftoxmel ijr be* 
fonberä babur# merfwürbig, ba§ in ibr bie Ärafte, weldje anf bie SRafötne 
wirfen, ntebt on nnb für tfd> erföeinen, fonbern nur in 33erbinbung mit 
ben »on ben Singriffäpuncten betriebenen unb auf bie Ortungen projicirten 
SSegen. 

£>ie (Sigenföaft, we(<be in biefer ©feiefcung auSgefprocfcen liegt, würbe 
»on (Soriotiö ba$ Sprtncip ber Uebertragung ber Strbeit benannt. 

328. ÜHan jiebt barauS ben widjtigen ©cblufc , ba§ eine 2RafdMne 
jtet« weniger nufcbare Arbeit liefert aU ber 2Rotor t£r mit* 
tbeilt. 

329. Stimmt man in ber erßen ©(eidjung ber 9lr. 326 an, bie ge* 
fammte 23ewegung$arbeit -|- P (H — H 0 ) fei Heiner als bie gefammte 
SBtberjtanbäarbeit • -f- * r , weldje niemals nufl ift, felbft ntdjt wenn bie 
SRaföine leer gienge: fo fölte&t man 

J rmv' < jrmy 0 «; 

folglidj oerjögert bie 2Kaf<bine tyren ©ang; unb flc wirb &ulefct fritt fteben, 
wenn bie SÖiberftanbSarbeit fo lange bie Dberfcanb behält bafj fte bie an* 
fänglicbe lebenbtge $otenj aufgebt, hierin Hegt ber SeweiS für bie Un* 
gereimtbeit be8 ©ebanfenS, burd) gewiffe Apparate eine immerwäbtenbe 
ÜBcwegung erhalten ju wollen, o^ne bajj eine 33ewegung$arbeit jktö »bn 
neuem einleite — ober für bieUnmöglicbfeit ein perpetuum mobile berjufteflen. 

330. 2>ürfte man annehmen, eö gebe eine 2Raf#hte o&ne alle Reibung, 
obne ©to§, ofcne jeben SBiberftanb weiter bem beabfi^tigten (Sffect Eintrag 
ttyut, — eine Slnnabme, welche manchmal, unb »ieflei^t ju bäufig, beim tbeo- 
retiföen ©tubium bes iDiafdnnenwefenä jugelaffen wirb, — fo würbe bie 
©leidjung für bie Uebertragung ber Arbeit ftd> oerwaubeln in 

2tuf biefe Delation grünbet jt(b ber in ber SWedjanif übli^e 6afc, ba§ 
bei ben 9Äafcbinen an Straft oerloren gel;e waö an ©eftöwin* 
bigfeit gewonnen werbe. Um genau ju fein, müßte man fagen, man 
oerliert antraft metyr alö man an ©efdjwinbigf eit gewinnt; 
btefc iji bie fflemerfung ber ftr, 328 in anbern ©orten. 

331. Jrojj be$ unoermeibtid)en SöedufreS oon einem %f)til ber 33e* 
roegungSarbeit gewahren bie SRafdn'nen bie offenbarten JBortbeile. ©ie 
nehmen bie oon ber JRatur jur Verfügung bargebotene Arbeit auf, führen. 
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fte weiter, oertyeiten ober concentriren biefetbe auf taufenb Strten, je nac$ 
93ebürfni&, inbem fte naa) unferm belieben ben einen ober ben anbcrn gactor 
ber übergetragenen Arbeit dnberit : entweber bie Sntcnfitdt ber auf ben wi- 
berfteljenben Körper au«juübenben Äroft, ober ben 2Beg, wetzen ber Angriff«* 
punet biefer Äraft betreibt ©o fann $. 93. ein Arbeiter, wenn er mit 
einer fortgefefcten mittlem Stnjhrengung oon 8 ÄÜogr. auf eine Äurbel wirft 
unb babei bie £anbfcabe berfclben um 0 B ,75 in ber Secunbe fortbewegt, 
eine ßafi oon 1000 Äitogr. tangfam emporheben, ober eine gewiffe 3a# oon 
©pinbetn in Umtauf fefcen , beren jebe nur einen fa)wacf/en SBiberjtanb 
Utttt 

332. Um über bie im öortycrgebcnben entwicfetten 33egriffe im Äiaren 
ju bleiben, ift bur#au« notfcig, ba§ man mit bem SluSbrucfe bpnamtfd?er 
Effect feinen anbem ©inn oerbinbe at« ben, welken bie Definition ber 
9lr. 323 gibt, unb biefe Arbeit nidjt mit bem 9Ju fceffect ber SW affine 
»eTwed)«Ie. £anbett c« ft<^> $. 8. um eine föamm--^afdnne (ben föammftofc 
mit inbegriffen), fo befielt ber «Rufceffect in ber (Sinfenfung ber $fä(>te, unb 
biefer erforbert not^wenbigerweife eine Arbeit gtetcty Derjenigen, wetct)e bie 
Reibung unb ber Sßiberftanb be« ©oben« entgegenfefcen ; ber bpnamifc^e 
gffect aber umfa§t überbiefj nodj bie Arbeit, beren nufclofer 23crbrau# bie 
$fa£tföpfe umgeflattet unb ben ©oben ring« auf eine größere ober geringere 
Entfernung erfc&üttert (310). Ober betrautet man eine ORaföine $ur £e* 
bung oon SBaffer mittet« einer <pumpe, fo befielt ber S^u^cffect in ber (Sr* 
Hebung einer gewiffen Sßaffermenge auf biejcnige «g>ttye, wetdje burcfcben 
9Gioeau*Unterfdjieb ber beiben 93e^ä(ter angezeigt ift, unb er oertangt eine 
Arbeit gfei# bem ©ewittyte be« SBaffer« muttipltcirt mit biefer £o>> ber 
bonamifdje Effect bagegen ift bie Arbeit welche ber Kolben auf ba« oon ifym 
berührte SBaffer autäbt) er umfaßt aufjer ber oorfcin au«gebrü<ften Arbeit 
au$ jene, weltye bur# bie SStberftdnbe in 2lnfpru$ genommen wirb bie 
bae SBaffer in ber töö&renleitung erfahrt, — SSiberftdnbe wetdje oon ber 
Sange unb bem ®ur#meffer ber Leitung unb oon ber ©efttywinbigfeit be« 
SGBaffcrö abhängen. 

333. ©ewßtynti(r) befielt eine 2Raf$ine au« gefonberten, aber unter ft$ 
in Söerbinbung gefegten ©tücfen, beren eine« — ber SReceptor — bie 
SBirfung be« äRotor« aufnimmt; anbere (stütfe — bie Organe gur 
£ran«miffionber Bewegung — ftnbat« 23ermittetung«glieber jwifdjcn 
ben föeceptor unb biejenigen Körper eingefettet, an benen ber bunamtföe 
Effect ber 2Rafcf;ine fi# betätigt. 

334. %tbt§ ©tücf einer jufammengefejjten 2Kafdn'ne fann fctbfl at« 
eine 3Raf$tne angefe&en werben, wet$e tyren 2Rotor unb tyren £auptwiber* 
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fhnb £ar. 6$ ifl fogar getttf$nlt<$, ba§ man bie mit bem 9?cce#or be* 
gonnene 93ere$nung einer ÜRafdn'ne bei einem genriffen (Sturfe abbricht, übet 
weldjefl fcmauS ber ÜReft ber ÜRaföine nur noety alö ein 2Berf$eug er* 
fc^etnt , befielt Verrichtungen tyauptfäcfylicty burety bie (Srfatyrung gn befHmmen 
jtnbj be$g(et#en le&rr bie (Srfatyrung bie ©efcfywinbigfeiten fennen, welche 
gewiffen ^mieten biefer befembern SDcaföine jufominen muffen, fowie bie 3iu 
tcnjltäten ber Gräfte n>e(#e an ebenbiefen Runden $u n>irfen Gaben , bamit 
fie regelmäßig gefie. 



« 



— 



* 
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Allgemeine ©tatif. — ftot&menbige 93 ebingun gen für ba« 
(Gleichgewicht eine« materiellen 6hf*emö. 



§♦ 1. Vom <8Heid)0etmd)t eine« materiellen flunde. 

335. %i$ bie Bewegung eine« materiellen ißunet« unter ber SBirfung 
mehrerer conftanter Gräfte abgefcanbelt würbe, fyat fleh gezeigt (208), wie 
fleh bie abfolute ©ewegung beSfelben in jebem Slugenblicfe gufammenfefce 
1) cw« ber gleichförmigen gerablinigen Bewegung welche Mo« au« ber er- 
langten ©efchwinbtgfeit folgen würbe, unb 2) au« ber gleichförmig befdjteu* 
nigten gerablinigen ^Bewegung, welche ber Refultante ber Strafte entfpracfye, 
wenn biefe auf ben beweglichen *ßunct im betrachteten Slugenblicf o&ne 2tn* 
fang«gefchwinbtgfeit wirften. 

Die fltefuttante ber wirfenben Strafte fann in biefem Slugenblicfe null 
fein. Damit bie§ jlattftnbe, ift notpwenbig unb bmreictyenb, b a § ba« $ol»gon 
ber Strafte (202) fleh fötfefje, b. h- ba& eine jufamment)ängenbe Reihenfolge 
geraber ßtmen, welche man proportional unb (in gleichem (Sinne) parallel 
mit ben Straften geichnet, ein gefchlojfene« ^olpgon gefce; ober — wa« auf 
ba«felbe hinauöfommt — e« ift not&wenbig unb hinreichend, ba§ bie Summen 
au« ben <ßrojectionen ber Gräfte auf brei 3l$en , welche nicht gu einer unb 
berfelben (Sbene parallel ftnb, einzeln null fmb; benn jebe biefer (Summen 
ift bie $rojection ber Rcfultante ctuf bie befreffenbe 9tje (203). $n biefem 
gaHe rebucirt ftch — eben nach ber Definition ber ffiefultante mehrerer 
Strafte (200), unb oermöge be« STrägheitöprincip« — bie Bewegung auf 
eine gleichförmige gerablinige, toie fte ber erlangten ©efchwtnbigfeit ent* 
fpricht. 3(1 ledere ebenfalls null, fo befreit Ruhe. 

336. Umgefehrt: ©leibt ein materieller $unct in Ruhe ober in gleich* 
förmiger gcrabliniger Bewegung, fo iß bie Refultante ber auf ihn einwirfenben 
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Gräfte notb»enbig null; benn b^tte biefe irgenb einen SBertb R, fo »are 
bie 23ef<bleunigung ber Bewegung, in »elcber ber mit ber 2Kaffe m begabte 

R 

$unct begriffen ifl, - ftatt null. 

337. 23on Äraften, »eld)e fo auf einen $uncr »irfen ba§ ibre fRt* 
fultante null ift, fagt man, fie feien im ©lei<bge»icbt. 5lud) bebient 
man jicb be$ allgemein angenommenen 9luöbru<f«: folebe strafte heben fiefy 
auf ober oerniebten ftd[> gegenfettig j obgleich flc in 2öabrbeit niebt aufboren 
ju »irfen. <5inb biefe Gräfte ade berannt bis auf eine, fo ergibt jtcb bie 
lejjtere leicht ent»cber bureb geometrifebe (Eonffruction ober bureb 9fe$nung; 
benn flc ift gleich unb entgegengefefct ber föefultante für bie befanntcu Gräfte. 

338. Saften fteb unter ben Gräften, »clebe einen materiellen «punet 
angreifen , mebrere einzelne in foleber 3(rt jufammenfajfen ba§ ibre föefultante 
null ift, fo »erben bie ftattflnbenben SetoegungSanberungen blo« bureb bie 
übrigen Gräfte bewirft; benn bie töefultante aller Gräfte rebucirt fleh bann 
auf bie föefultante ber (entern. 2)ie§ ifi offenbar in ber 3Hfatnraenfefcung 
ber tfräfte (202) begrünbet. 

Sßenn man baber $u ben auf einen $unet »irfenben Straften $»ei ober 
mebr hinzufügt beren föefultante null ift, fo änbert bie§ nicht« in ber 
33e»egung. 

339. Umgefetyrt: ßann man »on ben gemeinfdjaftfidj »irfenben haften 
mebrere gleicbjeitig »eglaffen, obne baß fteb babureb bie Bewegung änbert, 
fo finb biefe »cggelaffenen unter ftcb im (Gleichgewicht j benn ibre föcfultante, 
wenn eine folcbe oorbanben »are, »ftrbe bureb Einzutreten jur töefuttante 
ber anbern Gräfte bie ©efammtrefultante abanbern, 

§. 2, ieljrfa^ Pon ber mrtneUen Arbeit. 

340. 3ft «fo beliebige« materielle« ©pftem (mebr ober »eiliger ftarr, 
flujfig ober gasförmig) in SJiutje ober in gleichförmiger gcrabliniger Iran«* 
lation«be»egung , fo befielt für jeben feiner Dimere ©leiebgewicbt $»tfcben ben 
äußern Gräften F , »clebe biefen $uuct in«befonbere angreifen, unb ben ($tn* 
»trfungen f »eiche er oon ben anbern ^Juncten be« Spfrem« empfangt. ÜÄan 
fagt bann, bie äujjcrn Gräfte F balten ficb ba« ©lcicbge»icbt bureb Öermit* 
telung ber »bWch™ ßonfiitutiou be« ©oftan«. 

341. 2)a bie ©efefcc, benen bie innern »ecbfelfeitigcn Äräfte unter* 
liegen, niebt oollfränbig befannt finb, fo fann man blo« mit «fjülfe oon 
«^ppotbefen, »eiche bureb 93erfuct>c annäbernb gerechtfertigt »erben, unb nur 
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in etnfa$en gdtten ba&in gefangen, ade ©ebingungen für ba« ©lei#gewi<$t 
eine« biegfamen Störper« ober eine« flüjfigen Softem« $u befttmmen. (So 
liegt j. 33. eine gewijfe $9potyefe ju ©runbe, wenn man bei Unterfud)ung 
ber ©iberftanb«fä(ngfcit foldjer ÜRaterialien, bie für Gonfiructionen oerwcnbet 
»erben, bie frummlinige gigur \nä)t weld;e etwa ein pri«matifd)eö Stiicf 
£olg ober(£ifen, (wrijontal aufsei Stüjjen gelegt, unter ber SBirfung »er* 
tiealcr Gräfte annimmt, unb bie oeränberlictye Spannung ober $reffung be* 
frimmt welche naa) ber ßängenridjtuug an »ergebenen $uncten biefe« Stütfc« 
fiatrfuiben. Ober beregnet man für einen faireren flnffigen Storper, welker 
in einem ©efa&e im ©teid)gewid>t ijt, ben SDrucf ben er auf einen gegebenen 
$unct ber ©efafjwanb übt, fo ge&t man babei »on ber £opotl)efe eine« 
»ollfommenen glüjfigfeitdsuftanbe« au«.) £od> gibt e« (n>tc wir al«balb 
fe{>en werben) für aüe gälte , in wetzen ein beliebige« materielle« Spjrem 
im @lei#gewi#t fein fann, gewiffe ^Beringungen, benen notywenbtg bie äufcern 
Strafte ©enüge leiften müjfen, wie au# immer bie innern Strafte beföaffen 
fein mögen ; unb biefe ©ebingungen finb inbegriffen in einer einigen gormet 
»on merfwürbiger <ginfaa;r;ett , auf wel$e bie Jöetratytung ber Arbeit ber 
Strafte fü^rt. 

342. @in Softem materieller ^uuete m', m", m'", ... fei im ©lci<$* 
gewidjt, wafcrenb biefclben oon »ergebenen Gräften augegriffen werben; 
nämlidj 

1) »on äu&ern Straften, wefdje — für jeben $unct auf eine einige 
Oiefultante rebucirt — burd> F', F", F'", . . . au«gebrütf t fein foflen ; 

2) »on innern Straften, weldje jidj na# ber in 9lr. 276 angenommenen 
S3egeid)nung barfleöen lajfen wie folgt: 

für ben $unct m': f', f , . . . 

für ben ^unet m": f", f ", . , . 

u. f. f. 

SWan »erfefce in ©ebanfen ben $unct m' in eine unenbltd) nalje ftad)* 
barlage n', ofcne bie SBiberfränbe gu berüeffic^tigen welche bie umgebenben 
$uncte ober Körper einer t&atfäa)lia)en Jöerrücfung entgegenfefcen fonnten, 
unb nefjrae an , ba§ bie auf ben $unct m' wirfenben Strafte F', f , f , , . . . 
i^n bei biefer blo« gebauten Bewegung begleiten, bie man »irtuelle 
Bewegung nennt. 

5ln« biefer öerrürfung folgt für jebe ber am «ßunetc m' tätigen Strafte 
eine elementare Slrbeit, welche wir virtuelle Arbeit nennen; bie Summe 
aller biefer Arbeiten ijt genau null, weit bie ©efammtarbeit mehrerer auf 
einen <punct wirfenben Strafte ber Arbeit tyrer 3tefultante gletctyjte&t (215), 
Ijier aber bie föefultante ber Strafte, weltye ben »Jtonct m' wäbrenb feiner 
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ibceÜcn Bewegung angreifen, nnß tjt drfefct man alfo bte Sorte „virtuelle 
Slrbcit* burch ba$ 3et$en t,, fo h«* man 

W+ e,r + t,c + .... = o. [ioi] 

Ober in anberer 5(udbru(föform: Segt man burch ben $unct m' be$ 
©pftemS einen unenblich Meinen Sogen mV ober ds' in beliebiger Dichtung, 
fo gilt immer bie Delation 

Fds' cos (F, ds ) + f ds' cos (f , ds') -f f ds' cos (f', , ds) + .... = 0, 

unb biefe tfl für fid; flarj beim nach SBegfchaffung beä gcmeinfchaftlichcn 
gactorö ds' fagt biefe (Steigung aus, ba§, n>cnn mehrere Ärafte am nanu 
liefen Slngriffäpunct im Gleichgewicht finb, bte algebraifche (Summe ihrer v 
^rojectionen auf eine 2lr,e null ift, welche Dichtung man auch biefer Slje 
geben möge (335). 

2öa$ wir foeben mit bem Elemente m' oorgenommen haben, wieberholeu 
wir nun bei jebem anbern $uncte be$ Shfrem$ , inbem wir in ber (ginbU* 
bung jeben fßunet-etne unenblich fleine öerfchiebung eingeben laffen, weld;c 
oon oornherein ganj beliebig, unb folglich unabhängig oon ber ibeeüen 33c- 
wegung ber übrigen ^Juncte angenommen wirb. 9#an erhalt fo für jeben 
$unct eine ähnliche ©leidmng n>ie [101] j nämlich 

für m": W + «,f; + *,£ + ... = 0 

für m"' : fc,F" + Itf + %C + . . . = 0, 

u. f. f. für alle ^unete be$ Styftemö. 

Söerben alle biefe Gleichungen abbirt, unb bie fämmtltchen otrtueflen 
Arbeiten äußerer Gräfte, fo wie bie oirtueflen Arbeiten aller inneru strafte, 
je unter eine einzige Bezeichnung gufammengefa§t , fo erhält man bie aüge* 
meine gormel • 

r?t v F + Z%f = 0 , [102] 

b. h« bie algebraifche Summe aus ben aktuellen Arbeiten 
aller, fowohl dufterer al$ innerer Gräfte tfl null, wenn 
Gleichg c n> i d> t befielt. 

2Bir hatten biefe Formel unmittelbar auftreiben fönnen, oermöge be$ 
©leichgewichtöjufianbö oon jebem einzelnen ^unete, wenn wir nicht, um 
mehrerer SDeutlichfcit willen, oorgejogen hatten, in bie »oranfrehenben (Sinjel* 
heiten einzugehen. 

343. Ilm jefct bie ftormel [102] oon ber Betrachtung ber innern Gräfte 
frei ju machen, barf man nur bemerfen, bafc e$ unter allen ben otr* 
tuellen Bewegungen, welche man fieh einbilben fann, unenb* 
Uch oiele gibt bei benen bie gefammte oirtuelle Arbeit ber 
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»edfjfelfeüigen Gräfte null ift; bte§ finb nämlia) folctye Bewegungen, 
bei benen bie gegenfeitigen Diftanjen $wifa)en ben Elementen beö Softem« 
ftd) nic^t änbern (290); mit anbern SBorten: e$ finb bie jen igen oir* 
tucllcn Bewegungen, wcl$e fid? mit ber $ypotf)c\t ooll* 
fommener Starrheit beä Spftemö »ertragen. 

Sßerben bie bem materiellen (Softem erteilten virtuellen Bewegungen 
nur auf Bewegungen folcfyer 9lrt befc&ränft, fo rebucirt fi# bie ©leicfyung [102] 
auf folgenbe: 

T€ V F = 0, [103] 

b. bei jeber virtuellen Bewegung, wetct)e fict) mit ber 
^PVot^efe einer vollfommenen Starrheit be$ @t>fiemä ver- 
einbaren läfct, ift bie atgebratf^eSumme aus ben virtuellen 
Arbeiten beräufeern Kräfte null, wenn ©letctygewidjt bellest. 
Die§ ift bie gormel auf a>elct>e ju@nbe ber 9lt. 341 (>ing,ebeutet würbe. 

344. Die Umfetyrung biefeö Safceö wäre nic^t me^r wafjr für bieg* 
fame Körper, ober allgemeiner für Svfieme welche unter ber SBtrfung äufjcter 
Kräfte Umgefialtimgen erfahren fönnen ; e$ ift $. 23. möglich ba§ ein fotdjeö 
Softem $wei gleiten uub entgegen gefegten Kräften auägefefct unb bodj nidjt 
im ©leict)gewidjte ift, obföon bie in ber gormcl [103] liegenbe Bebmgung 
frier erfüllt wirb (117). 

ftiinmt man aber ba$ Dafein vollfommen jiarrer Körper an, fo ift bie 
Umfefrrung be$ foeben au$gefproct;enen Bunbamentalfafce* ftreng richtig; 
nämti<$ : 

Damit ein jiarrer Körper im ©leidjgewtcfrt fei (b. fr. bamit 
er, wenn er anfangs in föufre ift, in biefem 3uftanbe bleibe), ijt frinrei* 
efrenb, bafj bei allen oirtuellen Beweguugen biefeä Körper« 
bie gefammtcSlrbeit ber äu&ern Kräfte null gibt. 

3n ber fcfrat mü&te ber Körper, wenn er, anfänglich in föufre, flcfr in 
Bewegung fefcen würbe, in einer fefrr turjen 3eit eine fefrr fleüte aber reelle 
lebenbige ^oten^ erlangen, was unmöglidj ifi (290), ba bie ©efammtarbeit 
ber äußern Kräfte als null vorauügefefct wirb, unb bie Arbeit ber innern 
SBedjfelfräfte bei ber angenommenen «Starrheit beS Softem* ebenfalte nutt 
» (291). 

. 

345. Die betben eben bewiefenen Safce taffen fiefr in folgenber gorm 
jufammenfaffen. 

gttttbametttal«2e$tfafc bet attgemetnett ®tatih 

Damit ein fiarrer Körper im ©teicfrgewicfrt fei, ifi notfr-- 
wenbig unb frinreidjenb, bajj bie algebraifcfre Summe au« ben 
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»irtuellen Arbeiten ber äußern Gräfte bei allen mit ber 
Bebingung ber Starrheit »erträglichen Bewegungen be$ 
ÄörperS null i fl. 

3ft ber Körper ober ba8 materielle ©pftem, »eifern bie 
Betrachtung gilt, einer gormänberung fäf>ig, foiji bie (Er- 
füllung ber nämlidjen allgemeinen Bebingungen für fein 
©teia)gewi#t not^wenbig, aber nidjt tyinretcbenb. 

346. 2Inmcrfung. 3>n ber ©leictyung [103] ber »irtueüen Arbeit 
ijl jeber ©ummanb uncnbltcfy fletn, weil er bie ^orm Fds cos (F, ds) tyatj 
bioibirt man aber alle biefc ©ummanben bura) einen ber unenblid) flehten 
SBege ds', ds'', ds'" 2c, fo bleiben in ber ©leictyung nur nocfy cnblidje ©ro§en, 
nämlid) bie Ärafte, bie (EoflnuS i^rcr SBinfel mit ben Sangenten ber Bö* 
gen ds', ds", ds'" je, unb enbltd) bie Bcr(>ältmj|e biefer »ergebenen Bögen 
$u einem berfelben. Sftau begreift ba^er, ba§ bie gormel [103] gu unme* 
rtfcfyen unb geometrifdben Relationen ^ifa^en ben äu§ern Gräften fuhren mufj, 
wetdje ein ©t)fiem währenb feine« ©Ieid)gewi$t8$ufianbe8 angreifen. £>iefj 
wirb ftc^ im folgenben Paragraphen geigen. 

2>ie erahnten Delationen, weldje feine unenbli# (leinen ©röfcen mej)r 
enthalten unb au# oon ber Borfiellung einer oirrueHen Bewegung o6öig 
frei jtnb, Reißen ©leity gewi$t$*@lei#ungen. 

§. 3. Don oen $mt\ etnfndjßen Birten allgemeiner <SHeid)(jettud)to- 

(©leidjangeiu 

347. Unter ben oirtueflen Bewegungen welche man fid) oorfieOen fann, 
ftnb bie einfachen bie gerablinigen fcranSlattonen (45) unb bie Dotationen 
um eine fefie 9tje (47). 3ebe mit ber »oHfommenen ©tarr^eit be$ ©ijfiemS 
vereinbare Bewegung fötaler 2lrt gibt als ©umme für bie oirtueUen Arbeiten 
ber äußern Äräfte ein let$t auSjubrucfenbeS Defultat. 

©lei^tttigen welc&e au$ trirtuette* Xrattdlatiott^ewegttttg folgen» 

348. Bei einer Jranölattonöbewegung, wel#e parallel mit einer belie* 
bigen 5t$e Oa oor fiti) ge£t, betreiben bie SlngrijfÖpuncte aller Gräfte gleite 
unb parallele SBege, unb bie retytwinfeligen ^rojectionen ber Gräfte F',F",... 
auf bie Berlängerungen biefer Sßege jinb tyren ^rojectienen F tt , F tt ',... 
auf bie Slje Ou gleia). SBenu bafcer du bie ©treffe anzeigt um weldje man 
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fich bie fämmtlichen $uncte »errücft benft, (o ifl bie oirtuelle ©efammtarbeit 
ber Äräfte (118) 

rduF„ ober duSF n . 

2)a biefe algebraifche (Summe bei jebet beliebigen Sage ber 2lje Ou null 
fein inufc, fo hat man, nach SBegfc^affung beö gemeinfchaftlichen gactor« du, 
bie ©leichung 

2F U = 0 ober £ F . cos (F,Ou) = 0. 

3m gaKe.be« ©I eichgewicht« ifl alfo bie algebraifche' 
Summe au« ben $rojectionen ber äußern Gräfte auf irgenb 
eine 31 je gleich null; unb biejj erforbert 1) ba§ ein X&eUMefer Gräfte 
fpifee, ber anbere St^eil ftumpfe SBinfel mit ber betrachteten 2l$e mache; 
2) ba§ bie abfofnte Summe au« ben ^rojectienen ber erflern Äräfte gleich 
ber abfoluten Summe au« ben ^rojectionen ber (entern fei. 

. 349. $)iefe <£igenfd)aft ber Gräfte im ©leichgewicht hängt blo« oon 
beren ^ntenfität unb oon ben SÖinfefn ab, meiere jte unter einanber ein* 
fc^Uc&cn j nicht aber oon ben gegenfeitigen j)tftan$en gwifchen ihren Angriff«* 
puneten. £ie algebraifche Summe ihrer ^rojectionen auf eine beliebige Slje 
würbe fleh nicht änbern, wenn man in ©ebanfen bie Gräfte parallel ju ihren 
JHic^tungen an einen gemeinfamen 9lngriff«punct oerlegen wollte. Dun wei§ 
man, bafc bie auf folebe 2trt oerlegten Äräfte eine einige Stefulrante haben (202), 
»eiche bie X r an « la t i o n « r e f u It a n t e ber urfprünglichen Strafte heißt (284), 
unb beren ^rojection auf irgenb eine 2t$e gleich ber Summe au« ben $ro* 
jectionen ber (Eompofantcn ijl (203). 

2)ie gormel 2F„ = 0 fagt baher au«, baf? bie auf irgenb eine 
Sl$e belogene ^rojeetton ber $ran«lation«refultante für 
Äräfte, welche fich im Gleichgewicht Raiten, null ifl. 

350. 2Birb biefe 93ebingung für brei 2ljen erfüllt welche nicht einer 
unb berfetben (Ebene parallel finb, fo ifl flar, bajj man hieran« $u fthliefcen 
berechtigt ifl, jie erfülle fleh überhaupt für jebc Mitbist 9l$e. (£ö feien 
nämlich Ox, Oy, Oz jene brei 2ljen. 3jt 27F, = 0, fo fcbliefjt man, ba§ 
bie $ran«lation«refultante einen rechten 2Binfel mit ber 9l$e Ox Utbtt, wo* 
fern fte nicht null ifl. 3ft gleichseitig £F y = 0, fo folgt, ba§ bie Sran«* 
tation«refultante fenfrecht auf ber (Sbene xOy fleht ober null ifl. #at man 
enbltch noch Zi\ = 0, fo muß bie $ran«lation«refultante , ba fle nicht $u 
brei 5ljen zugleich fenfrecht fein fann, nothwenbig null fein; unb be«t)alb 
mu§ bann auch ^rojection auf jebe beliebige anbere Slje null fein. Um 
alfo ficher fein ju fonnen, ba& jebe ©leichung duZF u = 0 ober 2T, = 0, 
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wel#e an$ trgenb einer £ran0larion$bewegung hergeleitet ift, befriebtgt werbe, 
rei#t tyn baß btc brei ©let^ungen 

2T X = 0, TF y = 0, ZF t = 0 [104] 

gelten, bereit jebe »on ben beiben anbern »erfd;ieben ift. 

©lei^uttgen ml$t au$ trittucttet 9totattott$fcetteamtö folgen. 

351. Q3ci ber Dotation be$ StyjtemS um eine 9lje Ou befd;reiben alle 
$ßuncte, unter ^Beibehaltung tyrer Etfranjen unter ft<$ unb oon biefer 9(je, 
Äreiöbögen, welche fld[> »erhalten wie tyrc £albmcfferj unb bie Summe ber 
oirtuetlen Arbeiten ber Gräfte ift, nad) 9ir. 121, auflgebriicft bur# bie 
gormel 

d<r Till ou F. 

£)a biefe Summe null fein fott, wie aud; bie % 9l$e Ou liegen möge, fo 
£at man, na# 2Begfd;ajfung be$ gemeinf(Wtli$ett gactorfl d<r, bie ©leidjung 

ZittouF = 0. 

^m gälte bc$ ©leid)gewid)t$ ift atfo bie algebraifctye Summe 
au$ ben ÜRomenten ber äußern Gräfte in 93e$ie(>ung auf eine 
beliebige 9lje glcid) nulljb. 

1) £at man eine Wie beliebig gewagt, unb ben einen £>re&ung&'Siiin 
alö pofttfoen feftgcfe£t, fo niufc eö unter ben straften folebe geben, bereit 
Arbeit pofttto ift, wenn bic ütitnette Bewegung in biefem Sinne erfolgt, unb 
anbere, beren Slrbeit negatio i|t; wa$ man auefy fo auöbrücft, baß man fagt, 
gewiffe Ärafte fud)en ba$ Syftem in bem einen Sinne $u breiten unb anbere 
im entgegengefejjten Sinne. 

2) £)ie abfolute Summe an* ben Momenten ber erfreren Gräfte muß 
ber abfohlten Summe auö ben Momenten ber ledern gleich fein. 

352. 3)ie Sinwenbiing biefer aUgemeinen Siegel auf brei 5ljen Ox, Oy, 0« 
fityrt gu ben ©leufymgen 

riHoxF = o, rjn 0y F = o, riW 0l F = o. [105] 

353. SMefe brei ©leidjungen finb offenbar üon beuen ber 9?r. 350 
uerf$ieben ) benn bie Momente ber Gräfte {rängen oon bereit Sage im [Räume 
ab. Sie finb aber aud} unter fidj »erföieben; benn lägen %. 33. bie Gräfte 
F fämmtüdb in ber (Ebene xOy, fo würben bie beiben erfiern ©lettyungen 
befriebigt werben, wetyrenb bie britte unbefrtebigt bleiben fännte. 

(£$ bleibt uun nodj $u unterfudjen, ob e$ moglidj fei, eine weitere, neue 
©lei^gewicfytsbcbingung mittele einer »irtueflen ^Bewegung $u erhalten weldje 

»tfanfler'* <Wt$amf. L 14 
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oon ben fe#« einfachen Bewegungen, bencn wir bie oorfrefienben ©lei^ungen 
oerbanfen, oerfcbieben tfl. £>iefe grage, welche bur<b Betrachtungen ber 
analotifcben ©coutctrie beantwortet werben fonnte, läßt fid) auf einfeuere 
SSeife burety bie Xtyeortc ber äqutoalenten Gräfte löfen, mit ber fi# ber fol* 
genbe <paragrap(> bef<bäftigen wirb. 

§. 4. tlon ben 5<ptitwlenten Äraften, meld)* txntn ßarren Äärper 
angreifen, ober überhaupt ein &n0eut, befjen uirtueUe Betotnnngen 
mit ber %loranofe$mi0 ber &tarrl)*tt oeretnbar (Inb. 

354. SBirb irgenb ein Softem Don äußern Gräften angegriffen, fo 
bleibt bei jeber mit ber (Starrheit biefcö 6ofiem$ ocrträglicben oirtuellen 
Bewegung bie ©umme b$r oirtuellen Arbeit unoeränbert, wenn man Gräfte 
julegt ober binweguimmt welche unter fld; im ©leidjgewicbt flnb, b. Gräfte, 
bereu oirtucUe Arbeiten bei jeber mit ber Starrheit be$ ©ofremS oerträg* 
lieben Bewegung jld; atgebraifcb aufgeben (343). 9lamentti$ aber wirb jene 
2lrbeit$fumme in folgenben befonbern gaffen ifcren atten 2Bcrt(> behalten: 

1) Söeun man eine ßraft au bie (Stelle ibrer am nämlichen $uncte 
wirfenben (Sompofanten fefct , ober nmgcfetyrt (215). 

2) 2Öeun man jwei gleite nnb birect cntgcgengcfefcte Äraftc neu ein* 
fubrt ober wegläßt, welche entweber einen unb benfelbeu $unct angreifen, 
ober oerfebiebene ^tutete bereu SMftang wäljrcnb ber angenommenen Bewegung 
unoeränberlicb ift (117). 

3) SBenn man eine ßraft, obne i^re 3ntenfttät unb ben (Sinn tyrer 
Sßirfung ju änbern, »on einem Erntete nacb einem anberu $uncte berjenigen 
©craben oerlegt, läugö welcher bie Äraft wirft. Denn bie Berlegung ber 
tfraft F oon A und; B (gig. 44) läuft barauf (unaitf, baß man am «punete B 
jwei ebenfogroße fträfte F', F" fo anbringt wie bie gigur anbeutet, unb bann 
bie beiben Gräfte F, F", auf wet(f/e ber jweite galt oaßt, wegläßt. 

355. 2Tnnterfung. Dbglcub in ber 9tatur bie Gräfte immer auf 
materielle !ßnncte wirfen, fo barf bennoa), wenn bei Betract/tung ber 
oirtuellen Sirbetten eine $raft oon einem ^unete nad) einem anbern oerlcgt 
werben fott , biefer teuere auet) ein bloS geometrifdjer $unct fein , beffen 
&ifian$en oon ben materiellen Elementen beö ©oftemö unoeränberlicb bleiben. 
3n ber Ztyat wiffen wir ja, baß bie oirtuellen Arbeiten nur in unferer (Sin* 
bilbung ejifiiren unb mit ben SWaffen ber Stngriffäounete in feiner Begebung 
fteben; fie finb überhaupt niebtö weiter al$ ein Littel, gu numerifd)en unb 
geometrif^cu Delationen jwifeben ben äußern Gräften gu gelangen, wel(t)e 
ein «Softem im ©leicbgewicbtäjufranbe angreifen. 
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356. Seftttittoiteit SBenntfräfte, weldje auf ein Svflem von 
Runden wirfen, bur# Umänberuugen beliebiger 9lrt mit 
anbern Streiften verlaufest morben finb ober vertaufe&t wer* 
ben fönnen, o(>ne ba& f i d> bie virtuelle Arbeit für irgenb 
eine mit ber Starrheit be« SpflemS verträgliche Bewegung 
änbert, fo fagt man, bie lefctern Ärdf tc feien ben erftern 
äquivalent, ober beffer, bie beiben ßräfte^Svflemc feien äquivalent. 

gaffen fiety alle fträftc anf eine einzige äquivalente Äraft 
$urüef führen, fo ifl btefe i&re SRefultante. 

357. Stnmetfung. 2Bcnn Gräfte an einem Körper ober materiellen 
Svflem im ©leicfygewidjte ftnb, fo ifl jebc berfelben gleid) unb enrgcgcngefcfct 
ber ffiefultante aller übrigen j bemt ba bie algebraifdjc Summe ber Arbeiten 
aller Gräfte in einer beliebigen virtuellen ^Bewegung null ifl (343), fo ifl 
bie Arbeit einer einzelnen biefer Gräfte ber Summe an« ben Arbeiten atter 
anbern gleid; unb im 3 e ^ cn wtgegengcfejjt, woraus folgt baß bie virtuelle 
Arbeit ityrfcr ©egenfraft biefer Summe gleid; nnb mit ttyr vom nämlirtycn 
3etdjtcn märe. 

Allgemeiner: SBenn man Gräfte, weldje an einem flarren Körper im 
©leidjgewidjt finb, in jwei ©ruppen P', P", . . . P<"> ; F', F", . . . F(«»> 
abheilt, unb ftdj anberc ßräfc F;, F'/, F(-> benft wcld;c ben ßräftett 
P', P", . . . P^> ber erfieu ©ruppe glcict) unb cntgegengcfejjt ftnb, fo ifl bic 
zweite ©ruppc F', F", . . . FW ber britten FJ, F;', ... Fi») äquivalent; . 
benn nad) ber 93orau$fe|jung wirb tu einer beliebigen oirtuellen Sewc- 
gung bie gefammte Arbeit ber tfräfte F', F", . . . gleid; ber Arbeit ber 
Gräfte P', P" . . . , aber oom entgcgcngefejjtcn 3 c i$ cn f^i« , unb mithin 
naay 5Bert& unb 3eid)cn gleid) ber Slrbcit ber fträfte f;, F';, . . . 

@8 ifl lei(t)t $u fc&eu, ba& aud; bic llmfcörung biefeö SafceS gilt; 
b. \), wenn $wei tfräftcfoflcmc äquivalent ftnb, fo wnrb'en bie Gräfte eine« 
jeben Sr>ftcm8 benen beö anberu baö ©lcid;gcwid;t galten, wenn man bie 
(efetern in entgcgcngcfejjtcm Sinne nälmte. 

358. 2<&tfafc. SBenn jwei ©nippen von Gräften F', F" . , . ; 
F;, f;', . . . äquivalent finb, fo ifl fowo&l bie Summe aus beu 
$ro}ectionen ber Gräfte auf eine 9(je, alö aud) bic Summe 
tt)rer Momente be$üglt# trgcnb einer 9l$e bie nämliche für 
beibe ©ruppen. 

$n ber 21jat geben für eine beliebige virtuelle Bewegung bic Arbeiten 
beiber tfräftegruppen bie näm(id;e algcbraifdjc Summe. 9tun ifl aber 

1) bei virtueller $ran$lation$bewegung, parallel mit irgenb einer 3lje Ou, 
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bie ©cfammtarbeit ber tfräfte F auSgebrudft burd) du£F. (348) , unb bic 
ber Gräfte F i bur$ du 2TF ln , »orau$ man fc^Ue^t 

ZF n = rF lu . 

2) Sei virtueller Rotationsbewegung um Ou ifi daS/m 0n F bie ©e* 
fammtarbeit ber Gräfte F (351), unb d<rZ , Jtt 0u F 1 bie ber Äräfte F^ tyierauä 
folgt 

Zßt 0n F = ZJHquF,. 

359. 3^fa^. 9(u$ ber ©leicfyung ^F« = ^F ltt , angewanbt auf brei 
»erfdjicbcnc Wjen, unb aus bat in 9fr. 349 in (Srinnerung gebrauten (Sigen^ 
fctyaften ber SranSIationSrefuttante föliejjt man , ba§ jwet ©nippen äquioa* 
leuter Gräfte bie nämliche £ran$lation$rcfuItante fcaben. 

360. 2c(tfa«. beliebig viele ßräfte F', F", F'", . . . F« 
fönnen nadj unenbltdj vielen 9trten auf jwei i^nen äquiva* 
lente Gräfte ju ruefgefü fyxt werben, von benen wentgfien« 
eine burd; einen beliebig gegebenen <ßunct 0 gel>t, wäfcrenb 
bie aubere in einer bcfUmmten, »ou ber Sßa&l be$ SßunctS O 
abbängigen (Sbene liegt, welche jugleidj ben $unct O 
entölt 

23ett>ei$. 1) 3 w ei Ebenen, von benen bie eine burdj bie Äraft F' 
unb ben <ßunct 0 , bie aubere burefy bie tfraft F" unb 0 gefjt, fdmeiben ft<# 
nad) einer ©eraben OK" (gig. 45). 

£>ie am fßuucte M' angebrachte ßraft F' fann bur<fy $wei in bei: 
(Sbene M'OK" liegenbe ßompofanten P', Q' crfejjt »erben (354), von benen 
bie eine burd) 0 ge{>t, bie anbere burefy einen auf ber Schnittlinie OK'' 
willf urlidj gewägten $unct K" (207); eben fo lajjt fid) bie ben $unct M" 
angreifenbe ^raft F" burety bie Gräfte P" (welche mit OK" in einerlei (Sbene 
liegt) unb Q" erfcjjen , bereu Richtungen burd> 0 unb K" gehen. 3)en 
nach 0 »erlegten Straften P', P" fubflituirt man if>rc Refultante S", fowie 
ben nach K" verlegten Äräftcn Q', Q" it)re ftefultante T". 2Kan hat bann 
ebenfoviele Äräfte wie $u Anfang; aber bie eine S" geht burd) ben gege* 
benen <J$unct 0 , unb e$ bleiben nur noch n — 1 weld;e nicht nothwenbtg 
burd) 0 gehen muffen, mimlich T", F'", F ,v , ... FK 

2Kan behanbelt jefct bie Gräfte T" unb F"' auf biefelbe Strt mie 
vorhin bie Gräfte F' unb F"; von ben beiben neuen Gräften, bie man ald 
(Srfafc für jene erhält, fefct man bie burch 0 gehenbe mit S" jufammen unb 
gelangt (jiemit ju einer einigen an 0 wirfenben ßraft, fo bajj bie ßahl ber 
nicht burch 0 get)enben Gräfte wieber um 1 »ermtnbert erftyeiut. Jn biefer 
SBcife fat)rt mau fort, unb rebucirt ^ule^t fdmmtlidje Äräfte auf gwet, S, T, 
oon benen wenigfienö bie erjle buva^ ben ^ßunet 0 gefyt. Unb biefe beiben 
Ärdfte S, T ftnb ben haften F', F", F'", . . . F») äquivalent, b. ^ bei 
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jebcr virtuellen ^Bewegung, in weiter fowohl baö Spfiem ber urfprünglichen 
3lngriff$yunctc alä baä ber beiben neuen 3tngriff$y miete ftarr bleibt, ifl bie 
»ereinte Arbeit ber Strafte S, T gleich ber ©efammtarbeit ber urfprünglichen 
Strafte» 

<5inb auf biefe %xt $wei äquivalente strafte S, T gefunben, uub fajjt 
man bic burch 0 unb T get)enbc (£benc tn'd 5(ugc, fo (ann man bie Straft T 
mit $wet neuen Straften verlangen, bereu eine burch 0 geht unb fich mit S 
jufammenfejjt , bereu anbere aber burch einen beliebigen $unct jener (Sbene 
gelegt ifl; woraus ^en>orgcI)t, bafc beut erfreu Xheil beö obigen <3afceö auf 
unenbiieh viele %xkn entfprochen »erben fann. 

2) S' unb V, bann S unb T feien jwei eiuanber äquivalente Strafte- 
vaarej eö foll gezeigt werben, bafj, wenn bie beiben Gräfte S, S' burch einen 
*ßunct 0 gehen, bie beiben anbern T, T' iu einer (Sbene liegen welche ben 
*ßunct 0 enthalt. ÜBehufS beö 93eweife$ jiehen wir in ber burd; O unb T 
befh'mmten (§bene jroei 51$en Ox, Oy. $n ^tjic()ung auf jebe biefer Sljen 
haben bie beiben äquivalenten $aare einerlei 2Jcomenteu=<Summe (358). 9tun 
finb bie Momente ber Strafte S, T, S' nua (122); bafjer ifl auch baö Tic 
ment von T' null; T' liegt a(fo in einerlei (£bene mit jeber ber 9l$en Ox, Oy (122), 
b. h« fie liegt in ber (Sbene welche burch ben $>unct 0 unb bie Straft T bc- 
flimmt wirb. JDaburch ift ber jweite Xi)t\l beö gefyrfafceS beroiefen. 

Slmnctfwtg. — J>en beiben Straften T, T' fommt eine Qjigenfdjaft gu # 
welche hervorgehoben ju werben verbient. £>euft man ftd? eine 5l$e Oz 
fenfrecht $u ber (Svene xOy in welker biefe Strafte liegen, fo haben ihre 
Momente bezüglich btefer 9lje gleiten SBertt) unb gleichen (Sinn (358) , ba 
bie 2Jcomente von S unb S' wieber nuU finb. 2Rit anbem SBorten: bie 
Üßrobucte auö je einer ber Strafte T, T' unb ihrem 2lbfianbe vom $unct 0 
finb eiuanber gleich, unb bie eine biefer Sträfte würbe einen flarren Störver, 
ber mit ber 3lje Oz in ÜJerbmbung fleht, um biefe 5lje in bemfelben ©inne ju 
brehen fuo)en wie bie anbere. 

§. 5. Von ben fed)o ©leichnnaen ; meldje (nurrid)tn um ba* 
©leidjfleioidjt ttnee ftarren $nftems 3U Belingen. 

361. 2Bir wiffen (341), bafj bie volljiaubigen Sebingungen für baS 
(Gleichgewicht eines mehr ober weniger biegfamen Störperö ober materiellen 
©üftemS von beffeu pt>pftfct>cr (Sonjiitution abhängt; ba§ aber in allen galten 
bie äujjern Strafte gewijfen Delationen genügen müffen, welche von biefer (Son* 
ftitution unabhängig finb unb fammtlich von ber gormel [103] ber virtuellen 
Arbeit (343) umfaßt werben. 3efct finb wir im @tanbe, naebguweifen, ba§ fich 
bie in ber gormel enthaltenen S3ebingungeu auf bie fedj« Gleichungen in 
Mx. 350 u, 352 befchrdnfen, 
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362. £)ur$ einen nuflförlid} gewagten *ßnnct 0 bente man fi$ brei 
Sfeen Ox, Oy, Oz gebogen, welche ni#t in einerlei ebene Hegen, übrigens 
beliebige SBinfel einfließen. 

(Sin ©vftem, beffen ©eftalt toä&renb ber tym beigelegten virtuellen ©e- 
»egnngen unveränberlidb bleibt, fei von irgenbtvelttyen Gräften F', F", F'", ... 
angegriffen. £iefe Gräfte finb, wie (360) benriefen tourbe, in 9ifi<ffi$t ber 
Arbeit ^roeten Straften äquivalent, von benen bie eine S bur<$ ben ^Junct O 
getyt, bie anbere T aber ni$t bur<$ tyn ju geben brauet. 

©efrtebtgen nun bie Strafte F', F", F'" ... bie @lei<$ungen 

ZF X — 0, TF y = 0, 2T, = 0, 

fo mu& tyre XranötationSrefultaute null fein (350); folgttdj ifl aua) bie 
SranSlationärcfultante ber Sträfte S unb T null (359), b. t). biefe beiben 
Gräfte finb einanber gleia), parallel unb von entgegengefejjtcm ©inne. 

3»ei fol<$e Strafte — wenn fic ntc^t auf eine unb biefelbc ©erabe 
fallen — bilben ein ©egenpaar, ober, nad) $oinfot'8 urfprünglityer 
^Benennung, eine Stoppet (couple) von Straften. 

SBenu alfo bie Summen auö ben $rojcctionen beliebig 
vieler Sträfte auf breiten einzeln null finb, fo fönnen biefe 
Strafte auf ein äquivalentes ©egenpaar rebucirt »erben. 

363. SBenn bagegen bie Gräfte F', F", F'", ... bie erfle ber brei 2Äo- 
nientenglcictyungen (352) befriebigeu, namlidj 

27i» Os F = 0, 

fo rnufc, na$ bem fetten Steile be3 Sefjrfafce« in 9tr. 358, bie ©umme 
au« ben Momenten ber äquivalenten Sträfte S, T be$üglt<$ berfelben S(je Ox 
ebenfalls null fein; ba nun aber ba« SRoment ber burd) ben $unct 0 gefcenben 
Straft S null ifl (122), fo ift notyaenbtg au$ ba$ Moment von T null, 
unb folglidj (122) liegt biefe Straft T in einerlei ebene mit ber 5lje Ox. 
©ilt gu glci^er 3eit bie ©letefcung 

zm 0l F = 0, 

fo föliefjt man auf bicfelbe SBcife, bafj bie gtoeite T ber äquivalenten Strafte 
aud; in einerlei ebene mit ber 9l|e Oy , folglia) in ber ebene xOy liegt, 
menn fte nid;t etwa burdj ben $unct 0 ge^t. 

23eftef>t enblicfy neben ben beiben obigen ©leidjungen aud) \\oä) bie brittc 

2iW 0l F = 0, 

fo mufj bie givcite Slcquivalente T bur# ben $unct 0 ge^en; benn au&erbem 
fonnte fic ni$t mit jeber ber brei Sljen in einerlei ebene liegen. $a fomtr 
l?icr beibe Sleqmvalenten S, T burdj 0 ge(>en, fo fommen fle auf eine 
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einige flequioalente jurücf, b. b« auf eine burdj jenen $nnct ge{>enbe 
iRefuI taute. 

SBenn alfo bie Summen aus ben Momenten beliebig, vieler 
ßräfte in 23e$ie$ung auf brei auö einem $uncte entförin-- 
genbe 51 jen einzeln null finb, fo fßunen biefe Gräfte auf 
eine etn^io^ 9%efu(tante rebuetrt werben, welche bur$ ben 
Urforung be$ Stjenfl?flem« ge£t. 

364. ©enügen bie Gräfte gleichzeitig ben fed)3 ©(et^uuQen 

[104] 2"F X = 0, 2T y = 0, £F, = 0, 

[105] ri» o ,F = 0, ^IHoyF = 0, riW Ol F = 0, 

fo folgt auö bem Vorigen, ba& bann bie beiben Slequioaleuten S, T ein* 
anber glei# unb ent^eoengefe^t finb, unb folglich ftcb auf 91uH rebuciren. 

5£)iefe feetyä ©letdmngcn reiben atfo f)in, um barjut&un (353), ba§ 
bei allen oirtuellen Bewegungen, welcbe fta) mit ber Starrheit beS Spfiemö 
oertragen, bie Arbeit ber Gräfte F null iji, unb bafc folglich baö materielle 
Styficm, wenn c$ fiarr unb in föutye iji, in biefem 3«fianbe »erharrt; mau 
fagt, eS fei im ©leiebgewiebt unter ber (Sinwirfung »on Gräften. 

2)ie $tn$abl ber für ba$ ©letebgewiebt eine« ftarren ftor- 
»er$ not(>wenbigen unb ^inreid^enben ©ebtngungen beträgt 
atfo fe#$; brei berfelben befteben barin, bafj auf jeber oon 
brei Ajen, welche nia)t jur nämlicben ebene parallel finb, 
bie algebratfcbe (Summe auä ben $rojectionen ber äugern 
Gräfte null ifij bie brei anbern aber barin, bafj in23ejie^ung 
auflebe oon brei 5tj en , wela)e fieb in einem $uncte febneiben 
unb ni#t in einer (Sbene liegen, bie algebratfcbe Summe 
au« ben Momenten ber äugern Äräfte null iji. 

2Ran wirb bemerft ^aben (ober wirb bei einem acfytfamen föücfblicf auf 
bie ben fecb« ©leiebungen [104] unb [105] gu ©runbe liegenben ©etracb-- 
rnngen leicht bie Ueberjeugung gewinnen), bafj bie <projection0asen ber x, 
ber y unb ber z, auf welche fid> bie brei erfien ©leiebungen [104] begeben, 
niebt biefelben fein muffen wie bie SWomentenajcn Ox, Oy, Oz, auf welche 
bie brei legten ©leiebungen [105] bergen finb. 

§. 6, Von ben fedjo iSebmaungen ber ÄeqmoaUnj 3weiei 

£rafte - Snßcme. 

365. £)amit eine ©nippe oon Gräften F', F", F'", . . . einer anbern 
©ruppe F' n f;*, f;", ... äqutoalent fei, iji nntf>wenbig unb ^inreic^enb, 
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bajj (357), n>enu man ft# btc Strafte P',P", P'" . . . benen ber feiten ®x\ippe 
gleich unb entgcgcngcfcjjt bcnft, bic vereinten Gräfte ber erfien unb brüten 
©ruppcben aOgeinetnen ©letcbgen>icbt$bebingungen genügen, fo ba§ man tyat 

ZF, -|- ZP X = 0 ZJK 0l F + Zilt 0l P = 0 

rF y + rp y = o zj» 0 ,f + zjk 0) p = o - 

ZT, -I- rp, = O ZJK 0 ,F + ZJK 0l P = 0. 

2)er Söorauöfej&ung gufolge ftnb aber bie <projectionen unb SRomente 
ber Gräfte P ben Sprojecrioncn unb Momenten ber Straffe F t bejtetylid; gleidj 
unb bein ^cityn na$ entgegengefefct , baber fommen bie öorfre^enben fed>3 
©lei($ungen auf folgenbe formen: 



SDamit alfo 5 » ci ©tyfteine von Gräften äquivalent feien, 
ifl nottywenbig unb (>inrcicbeub, ba§ auf jeber »on breiten, 
roel#e ntd;t mit einer näm(id>en ßbenc parallel ftnb, bie 
$rojectio neu ber Gräfte im einen <5\)$tm biefelbe ©umme 
geben roic im anbernj unb ba§ bie beibc.n Strafte*®» jteme 
einerlei Momenten * Summe tyaben, in 33e$te(>ung auf jebe 
einzelne »on brei $ufammeulaufenben Sljen. 

366. $>ie 91nn>enbung biefeä allgemeinen ßefyrfajjeä auf ben befonbern 
gaU, wo bie Gräfte F eine töefultante fyaben, liefert bie fea)$ ©lei^ungen 

R, = ZF, , R, = ZF y , R, = ZF f , 

o^T 05 R = ZJti 0 *F, iÖ 0y R = ^i«oyF, iH 0l R = ZiK 0l F. 

$amit alfo ein 6pfrem von Straften eine OJefultante 
l>abe, ifl notbroenbig unb £inrei<benb, bafc eö eine Straft 
gebe, beren «projectionen auf brei (nidjt $ur nämltdjenSbene 
parallele) 91$en, unb bereu Momente in Segie^nng auf 
brei jufammenlaufcnbe Sljcn, biefclben 2Bert(>e unb ßet^en 
Ijaben »ie bie betreffenben Summen aud ben <J3ro jectionen 
unb aus ben Momenten ber im ©üftem enthaltenen Strafte, 
£inftdjtli# ber nämfi^en 9ijen. 



ZF X = ZF la 
ZF y = ZF ly 
ZF, = ZF,, 



ZJH 0x F = ZJKo.Fi 
2iH 0y F = Zm 0l *\ 
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§. 7. Jtnalijtifdje jDarfieünng ber fedjs ^letd)O(tutd)td-^Utd)un0ett 
unb ber fed)* ÄequiuflUnj - ®leid)itnn,en mittels ber 311 brei ^Iren 
parallelen <£ompofanten ber üröfte, unb mit Cinffibrittig ber 
Coorbinaten trjrer änfln/fopunde. *) 

367. ©Ici^uttgcn beö ©Iei$öetoiej>t$. — <Sö feien x, y, z Mc 
redjtwiufeligen Goorbiuaren eines $unct« M, ben man auf ber 9?id;tung ber 
Äraft F angenommen l;at. triefe Äraft jerfegen mir tu brei auberc, weld;c 
ben $unct M aiujreifcit unb beu rcdjtwiufeligen 21jen Ox, Oy, Oz parallel 
ftnb; jle feien nad> ^ntenfltät unb 6inn burd; bie pofitioeu ober negativen 
©rö&en X, Y, Z bargeficllt , fo bog mau f;at 

X = F cos (F, x), Y = F cos (F, y), Z = F cos (F, z). 

©efdnefrt biefc auf gleite Sßcife mit allen Säften weld;e ein 6p|iem 
im ©leidjgewia)t angreifen, fo werben bie ©leidntngen [104] ber 9lr. 364 
oertreten bnrd; 

rx = o, rY = o, rz = o. [ioej 

3« ©ejictynng auf bie 2l$e ber x iji ba$ Moment ber ßraft F gleia) 
ber <Summe aus ben Momenten i(;rer «Sompofanten Y, Z (358;; benu baö 
Moment ber Äraft X i\t null, ba btefe $ur 9lr,e parallel ifr. 

stimmt man nun an, 1) bie oirtueUe 9?otationdl>ewegung fei oon ber 
9lrt, bafj bie 3tje Oy fta) ber . urfprünglictyen Sage oon Oz $u nähern 
fua>,**) 2) bie ©rö&en Y, Z, y, z feien pofttio: fo ftejjt man leidet 
(gig. 46), ba& 

J«oxZ = Zy, iMo.Y = — Yz, 

unb folgli<$ 

ÜT 0 ,F = Zy — Yz. 

SBerben aber an biefer gormet alle 2lnna&men geprüft welche über bie 
!öorgeid>en ber (Eompofanten Z, Y unb ber (Soorbinaten z, y raöglidj ftnb, 
fo erfenut man bie gomtel atä eine allgemeine. 2>arauö folgt, ba§ fta), 
wenn mit alten Gräften in berfetben 2(rt verfahren wirb wie foeben mit 
ber einzelnen Äraft'F, bie @leia)uug ergibt 

2-iW 0l F = T (Zy — Yz). 



•) iöei einem erfreu ©tubium fann man tiefen $araftrap$en ü&erfdjlagen unb unmittel» 

fear ju 9lr. 372 übergeben. 
**) %nx biefen unb für äljnlidje fpätere ftäfle ift vielleicht bie drinneruu.j nidjt unbien* 

lief), bat) wrt« °*> °7» 0z immer junädjjr bie pefitiven ©tücfe ber 9tjert 

gemeint ftnb ((»8. 7, 13). 
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Um bie analogen 2lu$brü(fe fftr t>te (Summen ber ÜRomente bejüg(id) 
ber 2ljen Oy unb Oz er&alten, (>at man in obiger gormel $uerft x mit y, 
y mit z, z mit x, Z mit X , Y mit Z gu oertauföen ( b. i. jeben 23ua)fraben 
mit bem folgenben, in ber Drbnung x , y , z , x) , unb hierauf noa) eine 
zweite fi&nlidje Sertaufdjung oorjnnefjmen. SDie brei für baö ©leictygewirtyt 
not&wenbigcn SKementenglet^ungen werben fonaefy in neue formen überge* 
fütyrt; neimlid) 

ftatt ^Wo,F = 0 ftcf)t T(Zy — Yz) = 0 » 

2JH Oy F = 0 „ r(Xz — Zx) = 0 ( [107] 
ZHT o .F = 0 „ ^(Yx — Xy) = 0. J 

368. 3n ber oorigen Kummer würben bie 2ljen Ox, Oy, Oz rcd>t-- 
winfelig angenommen. SDie obigen fed;« ©leidmngen [106] unb [107] brütfen 
aber audj bann noct; bie not^wenbigen imb (»inreietyenben ©ebtngungen be« 
@leid>gewi$t« eine« flarren Softem« au«, wenn bie Goorbtaten x, y, z für 
bie 2(ngriff«punctc ber ßräfte auf irgenb brei föiefwinfelige 9lren belogen 
werben unb bie fcompofauten X , Y , Z biefen Ajen parallel finb. 

3unäd?fr fagen bie brei erflern ©lei^ungen, ba§ bie Xranölation«refut* 
mtc null fei (350). $n beiben 2trcnfpfremen ftnb bie Summen ZX, 2Y, TZ 
brei jufammen|to§enbe Tanten eine« ^araflelepipeb« , beffen diagonale bie 
föefultante ifi $)amit biefc null fei, ifi notljwcnbtg unb tyinrcid)cnb bafc bie 
brei Äanten null feien. 

9iun (>at mau noti) ju unterfucfyen , wa« im galle fduefwinfcligcr 9tjen 
au§ ben ÜJiomentengleid;ungen wirb. Diefe Ajen feien 0^ , Oy t , Ozj. $)a* 
neben benfe man ftd> brei rectyrwinfcligc Slren Ox, Oy, Oz mit gleichem 
Urfprung, beren eine Ox auf Ox 4 faßt. <Sinb, wie früher, x, y, z bie 
(£oorbinaten für ben auf ber Stiftung ber Äraft F angenommenen $unct M 
im leiteten 9tjenfpfiem, unbX, Y, Z bie redjtwinfcligen ßompofanten ober 
^rojectionen ber tfraft F, fo ifi befanntfidj ba« 9Äoment biefer Ätraft in 
33ejief)ung auf bie 5lje Ox ober 0^ burefy Zy — Yz au«gebrücft. 

Sejeidmet man burdj x< , y 4 , z t bie (£oorbinaten be« namlicf/en $unct« M 
in beut ©pfteme ber fdnefwinfeligen Ajen Ox 4 , Oy, , Oz t , unb burefy X 4 , Y 4 , Z 4 
bie fducfwinfeltgen feompofanfen ober ^rojectionen ber Äraft F auf biefelben 
2ljen, fo l>at mau na$ einem befannten Safje au« ber £&eoric ber $rojec* 
tionen 48) : 

y = x 4 cos (x 4 , y) + y 4 cos (y 4 , y) -f z 4 cos (z 4 , y), 

z = X! cos (xj , z) -f y 4 cos (y 4 , z) -{- z 4 cos (z 4 , z) , 

Z = X 4 cos (x 4 , z) -}- Y 4 cos (y 4 , z) -j- Z 4 cos (z 4 , z) , 

Y = X t cos (x 4 , y) + Yj cos (y 4 , y) -f Z 4 cos (z, , y), 
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3n biefen ©leic^ungen rebuciren ficb fofort bie rc<#t«fte$enben Summen auf 
i^re beiben legten ©ummanben, ba bic SBinfel (x 4 , y) , (x t , z) rectyte unb 
t^re Kofinu« alfo null finb. 2)a aber bie Oy , Oz nacb SSBiUrttyr genommen 
»erben fönnen, »enn fte nur unter ftety unb mit Ox ober Ox 4 rechte SBinfel 
bilben, fo benüfcen wir biefe Unbeflimmttyeit gu einer »eitern 23ereinfa$ung 
ber oier ©leiebungen, inbem wir bic 5l$e Oy in bie (Sbene x l Oy 1 oerlegen, 
»obur$ bie 21 je Oz fenfrecfyt ju biefer (Sbene »irb. 2)ann tfl cos (y £ , z) = 0. 
6onad> laffen ftdj bie obigen oier 2tu«brü<fe ftyreiben »ie folgt: 

y = y, cosfo, y) -f z 4 cos^y), z = z t cos^z), 

Y = Y A cos (y, , y) -f z i cos (z t , y), Z = Z t cos (z 1? z) , 

(»a« ftd? aud) leicfyt mit #ülfe einer gigur nad>»eifen läfct); unb bur# 
©ubflitution in ber für ba« SWoment ber ßraft F geltenben gormel Zy — Yz 
erhalt man na<$ gehöriger fltebuetion: 

iWo« F = Zy — Yz = (Z 1 y 1 — Y lZl ) cos (y t , y) cos (z 4 , z). 

Der Koefficient cos (y 4 , y) cos (z, , z) ijl nicmal« null ; beim ber SBin* 
fet (y t , y) ijl ba« Komplement be« SBinfel« x t Oy t unb fann fein rettyter 
»erben, ba fonfl bie 9l$en Ox t , Oy! in eine unb biefclbe ©crabe jufammeu- 
fallen würben; ber SBinfet (z 4 ,z) ijl ba« Komplement be« SBinfel« j»ifcbcn 
ber 51$e Oz t unb ber (Sbene x 4 0y t , unb »enn er ein rechter »äre, müßten 
bie 5ljeu Ox, , Oy t , Oz 4 in einerlei (Sbene liegen. 

2>n bem fdnefwinfcligcn 91jcnfpficme »irb alfo ba« üfloment einer Äraft 
in S3e$ietyung auf bic Slje 0^ bur<$ 

* (ZiYi - Y lZl ) 

auögebrütft, »obei a ein »on ben SBinfeln ber 9l$en abhängiger Koefflcicnt 
tfl. SWitfyin ijl für eine beliebige Slnjafcl oon Gräften bie algcbraifdje <2>umme 
tyrer Momente bejügli$ ber 9lje Ox, 

sr(Z 1 y 1 - Y 4 z t ) , 

unb bamit biefe ©röfce null fei, tfl not^wenbig unb fcinreicfcenb, bafc bie 
©leidjung gelte 

^CZ t y t ~ Y lZl ) = 0. 

SBirb biefe« ffiefuftat au<b no$ auf bie beiben anbern $jen über- 
tragen, fo flefct man, ba§ bie brei SWomentengleicbungcn, »elcbc für ba« 
©lei(bge»ia)t noty»cnbig unb fcinreicf>enb ftnb »enn bie £ran«lation«reful* 
tante null ijl, im gaüe fa*>ief»infeltgcr Sljen genau biefelben gormen [107] 
fcaben »ela)c in ber »ortyergejjenben Kummer gefunben würben. 

369. ©leiebungen ber 2lequioalcit$. — $>em ©oflem ber 
tfräfte F' , F" , F'", . . . FW fei ba« ßräftefoftem f; , Fj' , . . . Ff» äquivalent. 
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SDurdj X, Y, Z feien bie mit irgenb breien doorbinatenajen parallelen &om* 
)>ofanten einer beliebigen straft beö erficn SojteutS begegnet j bura) X 1 , Y 1 , Z 4 
bie mit ben nämlidjen 2tjen parallelen Sompofanten fitr eine ber Gräfte au« 
bem Reiten Sofrem. 

SBerben bie Jträfte beö einen oon jwet aquioalenten Soficmen in ent* 
gegengefe^tem Sinn genommen, fo galten fit, wie man »eifc, ben Gräften be« 
anbern Styftemä ba« @lein)gen>id)t. 

Um ba(>er bie 5lequtoalen$ ber beiben obengenannten Spficmc auSgu* 
brücfen, &at man nur anguföretPcn, ba& bie fammtlidjen Gräfte X, Y, Z, 
oereint mit allen ben Straften — X t , — Y, , — Z, ben fed>$ ©leictyungen 
[106] unb [107] ber Otr. 367 genügen. 

Somit ifi bie Stequioatenj beiber Äräftefpfrcme burd; bie folgenben fedjä 
©leidmngen aitfgefprodjeu : 





= rx, 




- V.) = 


T(Zy- 


Yz), 






^(X lZl 


- Vi) = 


T(Xz — 


Zx), 


zz t 


= rz, 


^CY lXl 


- X lXl ) = 


T(Yx — 


Xy). 



370. £aben bie in beliebiger Slnjafjl oor&anbenen Ärafte X, Y, Z 
jufannncngenommen eine einjige Sleqntoalente, b. !). eine fRefultante, bereit 
Sompofanten X t , Y 4 , Z i fein »erben unb beren föicfytung ben bura; bie 
(Soorbtnateu x 4 , y t , z t be|iimmteu $nnct enthalt, fo geben bie obigen gor* 
mein bie fe#3 ©leia)ungen 

X t = ZX, Y t = ZY, Z t = TZ. [108] 

ZiXi — Y A =r(Zy- Yz), , 

X 1 z 1 - Z lXl = -T(Xz — Zx) , | [109] 

Y lXl - X 4 y t = T(Yx - Xy). ) 

£)ie brei erfren bcrfelben liefern bie 3>ntenfttat ber töefultantc unb t&re gage 
gegen brei mit ben Sljen parallele ©erabe; bie brei lejjtern ftnb bie ©let» 
jungen für bie ^rojectionen i&rer 9tid)tung auf bie Goorbinatenebenen. 

2)amit aber eine fola)e ftefultante loirflirf) ejiftirc , muffen bie brei ©leU 
jungen [109] gleichzeitig befriebigt werben tonnen. Steden bie brei 9lr.en 
fenfreefct auf einanber, fo ftnb bie rea)f$ftet>enben 5luobrucfc bic Summen auö 
ben Momenten ber Äraftc be$üglia; biefer 5l$en; jnr Witrjung mögen ba&er 
biefe SlnSbrütfe burd; M x , M y , M, be$eia)net fein. 2Kultiplicirt man bie 
erfte ©lcia)ung mit X t (bem , Goefftcienten oon — -y^n ber brüten), bie 
jweite mit Y, (bem doeffleienten oon — z 4 in ber erften), bic britte mit Z t 
(bem (Soefficienteu oon — x 1 in ber jtoeiteu), unb abbirt bann alle brei 
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®leicfc)ungen , fo fommt auf ber linfen ©eite Sfotflj unb wenn für X n T ly Z t 
bie tytten gleiten Summen eingefefct »erben, ergibt fia) bie )öebingtingö* 
g(ei#ung 

m,2x + M y ry + M t rz = o, •) tilO] 

woran« folgt: 

Bebtfafc. #at ein ©Aftern oon Gräften eine S^efuftante, 
unb beregnet man bie brei atge bratfa)eu (Stimm en au« ben 
Momenten biefer fträfte bcjüglicb breier red;twinf eligen 
Soorbinatenajen Ox, Oy, Oz, unter ber 9lnnaf)me, ba§ ber 
pofttioe ©hin ber oirtuetlen Dotation »on Ox gegen Oy, 
oon Oy gegen Oz, »onOz gegen Ox gefyc, — multipücirt man 
enblia) jebc einzelne SRomentcnfumme mit ber ©umme au« 
ben ^rojectionen ber strafte auf bie nämütfye 5lje wela)e ben 
betref fett ben Momenten gu©runbe liegt: fo gebett biefe brei 
$robucte, abbirt, OUll. 

SDabei ifi wetyl gu merfen, ba§, wenn bie brei $rojectu)ii$--©mnmeu alle 
null waren, e« feine föcfultautc geben fonnte (362;, obwohl ber ©lei- 
Oeling [110] (Uenüge geföetycn würbe. 

371. Umgefe&rt: SBirb bie ©iei^ung [110J befriebigt, oftne ba& bifc 
©nmmen £X, 2TY, zz fämmtlia) nuüflub, fo gibt es eine föefultaitte, weit 
fteb fea)« ©rofcen X t , Y t , Z x , x 4 , y t , z i ftnben laffen wc[$e ben |'ed>« 
GHeitytngen (108J unb [109] ber 9ir. 370 genügen. 

<S« fcabc g. 23. 21 einen oon 9tull oerfcfc.iebencn 2Sertf>. ftiuimt mau z t 
roiafürlic^ an, fo $ie$t man au« [109] 

_ M x + Zl ZY _ z t ZX — M, 

Vi ~~ rz » 1 — rz ' 

unb bie fea)« ©leidjungen ber Slequioaleui werben alfo jebenfau'« befriebigt. 

§. 8. (Cxfttt befonberer /all: (ßfömpaare. 

372. 9Ran fie&t leiajt, ba§ bie ©umme ber demente eine« ©egeu* 
paare« (362) in 33csie(>ung auf eine ju feiner (Sbene fenfred;te, übrigen« 



•) 5lu§ ber Ztyoxie ber CSUmination in ber 9Ugebra ift befannt, ba§ — wenn bie brei 
©refcen X, , Y, , Z, nfdjt fämmtlid> nuU jinb — bie 3ufanmenfteQuitg bet ($nb- 
ßleidjuna. [HO] mit jweien von ben ©Übungen [109] ein neue« Softem »on JRe- 
lationen bilbet, welche« bie nomli^c ©ettung bat wie tad bev brei jule^terwäbiUen 
©leifymgcn. 
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beliebige 9fje conftont ifl, nMid) gtttet) bem $robucte au# einer ber Strafte 
unb bem Slbjlanbe gwiföen beiben Gräften. SDaS 93orgeict;en biefet alge* 
braifc^ett (Summe, welche man ber tfiirge wegen baö SWoment be$ © e* 
gen paare* nennt, ifi ebenfalls unabhängig t»on ber befonbem Stellung 
ber gur ebene beö ^aareS fenfreapten «je , unb bleibt ba$ nämliche für alle 
»irtu eilen ^Rotationsbewegungen oom namlicr)en Sinn. 

(50 feien g. 23. P, P' (gtg. 47) gwei gleite, parallele Gräfte oon ent- 
gegengefefctem Sinn. 2Bir nennen natt) unb na<b ü)re Momente in 33e* 
giefcung auf oerföiebene 9l$en, wela)e fenfreetyt gu ifcrer ebene (ber ebene 
unferer gigur) flehen, wobei wir oorauöfefcen bajl ber Sinn ber Drehung 
immer oon rea)t$ abwärt* na# liitfö ge&e. SDie algebraifa)e Summe ber 
«Momente ijl in 93egie(ntug auf eine gur Stufen beiber Äräftc angenommene 
9l$c Ii 

P . AB — P' • A'B = P (AB — A'B) = P . AA'; 
in 23egie(>ung auf bie 2lje C gwifdjen beiben haften : 

P . AC + P' . A'C = P(AC + A'C) = P . AA'j 
begüglid? ber 9l$c D gur 9lcd>teu ber gwet Gräfte: 

P' . A'D — P . AD = P(A'D — AD) = P • AA'. 

373. Sin ©egenpaar (P, — P), welä)e« auf einen ftorren Äörper 
wirft, fann nict>t bureb eine britte Äraft Q im ©leidjgewiajt gehalten »erben ; 
benn bie $ran$lation6refiiltautc ber brei Gräfte P, — P, Q fann nia)t null 
fein. SBotyl aber fann ©leidige wia;t gwifdjen gwei ©egen* 
paaren (P, — P),(Q, — Q) befielen; unb (>iegu iji (M ureigen b, 
bajj iljre ebenen parallel finb unb t&re SKomente gleite 
2Bertf>e aber entgegengefefctc 3 c t e it baben. SMefj ftc^t man 
beut(id) ein, wenn man (gig. 48) eine 3(je Oz fenfre^t gu beu ebenen beiber 
$aare annimmt, unb bann bie gwei Sljen Ox, Oy in ber ebene be« 
«Paarcö (P, — P) fo gie(>t, ba& bie eine Ox parallel gu ben Gräften Q, 
bie anberc Oy fenfredjt gu biefen Gräften ijl. Die fea)3 SBebingungen be3 
©leia)gewicbtö werben bann angcnfcbetnlia) erfüllt. 

Sufafe I. 3»ci ©cgenpaare, bereit ebenen parallel finb 
unb beren Momente naety SBcrtt) unb 3ei<$en überetnfiimnien, 
finb äquivalent. 

3ufa^U. ein ©egenpaar fann immer bur<$ ein ir>m äqui^ 
»alente« ©egenpaar erfefct werben, beffen eine $raft eine 
gegebene Sntenfität unb eine gegebene, mit ber ebene bes 
erflen ^aareö parallele Stiftung l;at. 
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374. Umgefehrt: $aittn f i d> jw c t ©egenpaare im ©leich-- 
gewtcbt, fo habcnibre Ebenen parallele ßagen unb ihre 2Ko* 
mente gleite SBerthe, aber entgegengefe&te 3eicben. 

Denn würben ihre (Ebenen fich fchneiben, fo förrnre man in ber ebene 
be$ erfreu $aare$ eine SWomentenaje annehmen welche bie gemeinfame ©droitt* 
linie trifft, unb nach biefem Durchfchnittöpuncte bie eine tfraft be« gweiten 
$aare$ oerlegen (373, 3"l' bie Momente für brei einzelne Gräfte wären 
bann nufl, baä SDtoment ber vierten Straft aber nicht, ba (entere weber ber 
$$e parallel feilt nod) ihr begegnen fann. 9llfo finb im galle bed CÖ(eidE)* 
gewichte bie ebenen parallel. — Die ©leidet ber ÜRomente ift eine 
unmittelbare golge auä einer ber fect>ö ©leichgewichtäbebingungen. 

375. gefjrfafc. beliebig »tele ©egenpaare, weld;e an 
einem ftarren Äorper angebracht finb, fönnen, wenn fie fieb 
nicht gegenfeitig aufgeben, auf ein eiujige« ©egenpaar ju* 
rücf geführt werben. Denn ba bie XrauölattonSrefultante aller einzelnen 
Gräfte null ift, fo fönnen biefe bureb jwei ihnen äquivalente Strafte erfejjt 
werben bereu Sranölationärcfultante null ifl (359) , b. h- burch ein ©egen* 
paar. 

376. @in ©pflem oon Straften lajjt fid> immer auf ein 
äquivalentes ©vfieut gnrücf führen, welches auä einer burefy 
einen gegebenen ^unet gehenben Straft unb einem ©egeu- 
paare befielt. 

3n ber Xfyat fann man baö urfprünglicbc ©Vftcm jroet McquU 
»alente 'S, T rebuciren, von benen bie erftere burri) einen wiUfübrlicb gewall- 
ten $unct 0 geht (360). Sterben an biefem ^unete O jwei fidj birect 
entgegenftebenbe Gräfte T t unb — T, angebracht, welche ber Äraft T gleich 
unb parallel finb, fo (äffen ftcb bie Strafte S unb T 4 ju einer einzigen Straft R 
gufammenfefcen , wahrenb bie beiben anbern , — T t unb T , ein ©egenpaar 
bilben; unb biejj war $u beweifen. 

ÜRan ficl;t 1) ba§ bie Äraft R bie Sranölationärcfultante ifl, unb nach 
jebem beliebigen Jßuncte 0 »erlegt werben fann, wenn man ba8 ©egeupaar 
entfprechenb äubcrtj 2) ba$, fo lange man beut widführlich angenommenen 
*ßuncte 0 , burch beu bie Dichtung ber Äraft R gehen fofl, eine unb biefelbe 
Sage belajjt, alle ©egenpaare, welche mau anftatt be$ $aarcä T, — T t 
erhalten fann, äquivalent finb, b. h- in parallelen Ebenen liegen unb gleiche 
ÜÄomente von einerlei 3«$ cn ^ Dcn - 
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§. 9. Zweiter befonberer M : Jiräfte in einerlei ebene. 

377. SBemt bie Strafte, rocläe in befiebiger 2lnjaf)l einen flarren 
Störper angreifen, in einer unb berfclben ebene liegen, fo gift bieg for>iel 
»ie brei »on ben »cbingungägleidjungen beö ©feid)getoid)t$ , nnb für ba$ 
nnrflidje eintreten be« ©leidjgeroicbtö tyaben fiä) nur noä; bie brei übrigen 
33ebingungen git erfüllen. Diimmt man ndmliä) bic 9ljcn Ox, Oy in ber 
ebene ber Strafte, fo finb bie auf biefe 9lj;cn belogenen ÜKomente null; nnb 
wal)lt man bie Wjc Oz fenfreebt $ur genannten ebene, fo wirb bie Summe 2TF r 
ber Sprojcctionen auf biefe 2lje null. 9(18 not&roenbige nnb lu'ureiä)cnbe 
93ebingungcn bleiben alfo bic ©leidmngen 

Die ©röfje IJItoiF itf bic algcbraiftfie Summe au« ben 2Romenteuber 
Strafte in ©e^ie^ung auf bic jur ebene ber Strafte fenfrecfyte %xe Oz. 2Ran 
fagt aber in biefem ftalle gewölmlid;, bic Momente feien in Sejicfcung auf 
ben *ßunct 0 genommen, in welchem bic 2lje burä; bic ebene ber Strafte 
gef)t. 

378. 9lu$ ben ndmltä)cn 93ctrad;tungen folgt, ba§ au$ bic 93c* 
bingungen ber 2lcc|nioalen$ für jirci in einer ebene liegenbe (^vfletne »ou 
Straften fla) auf brei rebucireu, nnb jwar auf jroct $rojection$gleia>ngen 
unb eine SRomenteugleidmng ; ndmlidj 

xf x = zf 1m , rF y = rr ly , rm 0l F = zm^. 

379. Unter ben ©fernen oon Straften, n>clä)c in einer ebene liegen, 
oerbieucn Diejenigen eine befoubere 23ctrad;tuug , roelc^c au<3 brei Straften 
befielen. 

©inb irgenb brei Gräfte im ©lcid)gen>ta;t, fo liegen fie 
in einerlei ebene, tiefer (safc beruht auf nadtfe^enbem 

2efmfa£. SBenn brei ©crabe A,B,C nicr)t fdmmtlicty in 
einerlei ebene Itcgen, fo gibt c« uuenblia) oielc ©crabe, 
n>eld)e$tt>ei Don jenen fd)neiben of?ne mit ber britten in eine 
ebene ju falten. — fiiegeu oon jenen brei ©eraben gioei in einer ebene, 
fo fotten A unb B biefe beiben fein ; wo nidjt, fo fönnen A unb B jwei 
beliebige unter ben breien bebenten ($ig. 49). 9luf ber ©eraben A werbe 
ein Sßunct a angenommen, welcher, faß« A unb B fld; fdweiben fotlten, nic^t 
biefer S)nrcbfa)uitt$punct fein barf. Die bur# ben *punct a unb burä) bie 
©erabc B gelegte ebene MN enthalt bic ©crabe C nid)t} unb oon äffen 
burä) a getyenben ©eraben biefer ebene fallt nur eine, C f , in einerlei ebene 
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ftr. 380- 382. 



mit Cj eine eingtge, B', ift parallel gu Bj alle anbern fdmeiben B otyne C 
gu treffen. 

(58 folgt f)ierau$, ba§ bret Strafte, weldje nid;t in einerlei ebene Hegen, 
niefct im @leicfygewid)t fein fönneu; benn nimmt mau eine 2Komcntenaje an, 
meiere gwet oon ben Gräften fdmeibet, aber mit ber britten nicfyt in einer 
ebene liegt, fo fann baS Sfloment tiefer britten Straft nia)t null werben (122), 
ba feiner feiner beiben gactoren null ift. golglict; Hegen breiim ©leicf/gewityt 
fteftcnbc Gräfte in einer ebene. 

3ufafc. 3mei Strafte F', F", welche ni4>t in einer ebene liegen, fonnen 
feine JRefultante R fjaben, weil bie ©egenfraft — R ber fflefultante ben beiben 
Gräften F', F" baS ©leid)gewtd>t galten würbe. 

380. Drei im ©lei#gewiä)t befinbltcfye Gräfte ge^en 
burd) einen unb benfelben $unct, ober finb fammtlicf) paral* 
lelgu ein a über. Denn lj wenn gwei oon tynen uad> einem *J5uncte gu* 
fammenlaufen, fo ftnb in ©ejte&ung auf biefen $unct il;re ÜRomcnte null, 
alfo aua) baS ÜRomcnt ber britten, b. i. bie britte Straft gefrt ebenfalls burdj 
jenen $unct; 2) finb aber gwei ber Gräfte parallel, fo finb i&re <projccttonen 
auf eine gu tynen fenfrect/te ©erabe null; ba^er mufc 23eibeS aud) für bie 
britte ©erabe ber %nU fein. 

38t. Die ÜKomentengleidwng rjH 0x F = 0 , angewanbt auf brei 
Gräfte im ©leiäjgewicfyt, geigt, ba& bie fenfre$ten Stbitdnbe eine« <punct$ ber 
einen Straft oon ben beiben anbern Gräften im umgefefjrten 23er£altnifj biefer 
beiben Gräfte flehen. 

382. Die Unterfu^ungen über baS ©leidjgewietyt breier Strafte laffen 
fict) gurüeffü^ren auf bie Betrachtung ber föefultaute oon gweien biefer Strafte, 
welche ber brüten Straft gleicb unb entgegcngcfcjjt fein muß. 

Aufgabe. Die SRefuItante gweicr in einer ebene liegen* 
ben Gräfte gu fiuben. 

1) Sd?neibett ftcfy bie Stiftungen ber beiben Gräfte, fo befrimmt mau 
tyre föefultante mittels bcS Parallelogramms ber Strafte, entweber geometrifd}, 
ober burdj unmittelbare Sercfnung (207), ober mit 93enüjjung ber für gwei 
2l,ren beregneten projeettonen (204). 

2) ®inb bie Strafte parallel, fo nehmen wir guerfr ben gaU oor, wo 
beibe in gleid;em Sinne wirfen. 3bre Sntenfttäten feien burf F', F", unb 
unb ber «Mbjianb greiften i()ren 9ftd;tungen burd? a begeifnet. Die föefut* 
tante &abe bie ^ntenfltdt R , unb oon ber Straft F' ben Slbftanb x' (gig. 50). 

9limmt mau bie «projectionSajen in ber ebene ber Strafte fo, baj* bie 

©elrttiaet'« JKt*auil. I. 15 
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eine 5tje parallel mit ben Gräften, bte jweite fcnfre^t $u ilmen ifl, unb 
gietyt man bte 2Romentena$e 0 fenfredjt $ur (Sbenc bura) einen $unct O ber 
Straft F', fo gefdinebt ben brei SBebingungen ber ?leqmoalen$ (378) ©emtge 
wennnianR in gleidjem Sinne parallel $u ij>ren Sompofanten 
annimmt, unb antreibt 

R = F' + F", Rx' = F"a; 

• 

woraus folgt bajj x' < a ift, nnb baft alfo bie töefultante gwiföen bie beiben 
Gräfte fällt. — SBoüte man bie 2Romentena$e bnrd? einen $unct ber 9tt- 
fultante legen, fo $ätte man bie 2Romentengleid?ung F'x = F"x", wobei x" 
ben Slbftanb bei (Refultante oon ber Straft F" bejeidmet; biefe Delation ift 
aber fa)on in ben jwei »orfteljenben enthalten, nnb ergibt ft# and biefen wenn . 
man R climintrt unb a — x' bura) x" erfefct 91 Ifo t&etlt bie fteful-- 
tante jweier in gleid;cm Sinne parallelen Gräfte ben 5lb-- 
ftanb $wif#cn biefen im umgefe&rten 23 er ^äCrnig ber Strafte. 
<5ö ift Aar, ba§ fie im nämlichen 23erl)ältnt& ana) jebe ©erabe t^eilt, wc£ct>c 
irtjenb einen <punct ber einen Straft mit einem beliebigen $uncte ber anbem 
»erbinbet. 

3m ^weiten gafl, wo bie parallelen Strafte F', F" entgegengefefcten Sinn 
tyaben, fei F' bie Heinere fcon beiben ($ig. 51). Sföan nimmt wieber bie 
eine ^rojectionöaje fenfrca)t, bie anbere parallel $u ben Straften, unb läfjt bie 
(jur abtut ber Strafte fenfredjte) SKomentenaje buta) einen $nnct ber F' 
get)en. 2>er Slbftanb ber beiben Strafte fei a; bie $)iftan$ x' ber föeful* 
tante R oon F' gelte alä pofitio im Sinne oon F' naty F" unb barüber 
hinaus. Die SBebingungen ber 9lequi»alen$ (378) »erben erfüllt, wenn 
manR parallel mit ibren (Eompofänten unb im Sinneber 
gröfjem annimmt, unb bie ©Icia)ungen 

R = F" — F', Rx' = F"a 

anfefct, au« benen l)er»orgel?t, ba& in biefem gaHe x' > a ift, bafc folglich bie 
föefultante außerhalb be$ swifc^cn ben beiben Straften enthaltenen Raunte« 
liegt, unb jroar auf ber Seite ber grd&ern. SDie fcifranj x" ber ftcfultante 
oon ber großem Straft F" wäre burefy bie 2Romentcngleid?ung Rx" = F'a 
gegeben, unb ba$ 33erl)ältni§ x' : x" würbe man burdj eine britte Momenten* 
gtetebung FV ■= F"x" erhalten (bei entfprea)enben neuen Sagen ber Wlo* 
mentenaje). 2)ie beiben teurem ©leidjungen liegen jebodj f#on in ben givei 
vorausgegangenen eingefdjloffen, unb laffen ft$ au$ biefen (unter 33erücfji<$* 
tigung ber ©leietyung x" = x' — a) herleiten, inbem man ba$ einemal F", 
baö anbermal R elimimrt. 

383. Sfotnetfungett. — 1) (Sin ©egenpaar $at feine Stefuttanre ; 
benn eine britte Straft fann mit ben beiben Straften be$ $aare$ nietyt im 
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@leiö)getti#t fein, weil bte £ranöIation$refultante beS ©pftem« ber brei 
Gräfte niö)t null »erben fonnte. 2>a£er ftnb bte vorigen gormein ni$t für 
ben gaU brauchbar n>o F" = F' wäre; in ber Sfcat würben fte in biefem 
galle unenblid) grofee SBertye für x' unb x" geben. 

2) £>te beiben oben unterföicbenwt gafle, in benen man bic föefu Itaute 
jroeier paralleler Äräfte »erlangen fann, laffen fl$ unter ben juerfr gefunbenen 
gormein 

R = F' + F", Ex' = F"a 

$ufammenfaffen, toclcfce überhaupt für alle möglichen Stnnatyracn $infi<$tlicr) 
ber@röjje, beS ©inneö unb ber gegenfeitigen fiage ber Gräfte paffen, fobalb 
man übereinfommt, Gräften oon entgegengcfejjtein Sinn entgegengefefctc 33or, 
geilen gu geben, unb trenn man guglcid> ben ©iun , in welkem bie $ifran* 
gen a unb x' oon bem auf F' angenommenen $unct auä abzutragen ftnb, 
mit ben JBorjei^en biefer SDtflanjen in Uebereinfrimmung bringt. 

384. ©leben beliebig oiele strafte, roeldje in einer (Ebene gegeben ftnb 
ni#t im ©lei^gettuctyte, fo fommen fte enrroeber auf eine einige Qtequioalente 
ober auf ein ©egenpaar jurücf ; unb man ftnbet leicht im erften galle bie 
3ntenfUät ber föefultante, im jroetten ba$ Moment be3 ©egenpaar«. 

3;n ber Xr)at fann man bie fdmmtltctyen Äräfte (entroeber na# bem 
ße&rfafce in 9tr. 360, ober bureb fucceffioe 3ufammenfefcung) auf groei 
Slequtoalentc rebuetren, unb wenn biefe fein ©egenpaar bilben, fo gibt e$ für 
beibe eine föefultante. 

23egei<r>net man nun im ledern galle bie ffiefultante bur# R, t^re 
<Projecttorien auf gtoei redjhoinfelige 9l$en burdj R, unb R y , i^ren Slbjlanb 
oom Urfprung ber 9l$en burty r, fo £at man 

Ri = £F„ R, = ^F T , 
R=Vr7+V> cos(R,x)=^i, cos(R,y)=~J, 

±Rr =riHo,F, alfo rs ±**» F . 

SKan fennt fn'erna<$ 1) bie abfolute ^ntenfität ber föefultante, 2) bte 
Artung einer ©eraben welche tyr in gleichem ©inne parallel ift, 3) ben 
&bfknb ber föefultante oon bem al$ Urfprung gewählten gurtet, 4) ba$ 
3eic^en ober ben (Sinn tyreö SÄomentöj unb hieraus läfjt fid) bie gefugte 
9iefultante ooHenö beftimmen. 

Silben aber jene beiben Slequioalenten ein ©egenpaar, fo £at 
man ZF, = 0, XF y = 0, unb bie ©rö&e zm Qt F ifi ba$ Moment eine« 
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äquivalenten ©egenpaar«, weldje« eine beliebige Sage in bet (Sbene ber 
ßrdfte ober in irgenb einer ju tyr parallelen (gbene &aben fann (373). 

385. 2c|jtfafc. SBenn bie auf einen fiarren Körper wir* 
fenben Ärdfte fi# auf jn> c i ©pfteme $urücf bringen taffen 
wel^e in $wei parallelen (Ebenen liegen, fo mu§ gur £er^ 
fiellung beö ©leid)gewtcbt$ bie Iran« tationSrefultantc jebeä 
einzelnen ©pfremä für fieb null fein. 

1) SBdrc feine ber £ran$lation$refuitanten null, fo Itftte jebeö ©pftem 
eine (eigentli<$e) fflefultante; alle tfrdfte jufammengenommen würben fic^ alfo 
auf $wei rebuciren weldje ft# m$t btrect gegenüberliegen, unb eö (önnte fein 
@leto)gewu}>t jiattfinben (364). 

2) Sßdre eine ber Xran$lation$refultanten null, bie anbere aber nidjt, 
fo liefen ftc^> bie fdmmtlityen Ärdfte entweber auf eine einzige ßraft jurücf- 
führen, ober auf ein ©egenpaar unb eine flraft; e$ fdme bafjer gu feinem 
@lei(bgewi#t (373). 

$rttt alfo ©leid>gewid?t ein, fo tfr biefc ein ©leidjgcwicbt $tt>ifcf)en $wei 
©egenpaaren (373), wofern m'rf)t bie Gräfte jeber dbene für im ©leid?-- 
gewietyte flnb. 



§, 10, dritter befonbercr Mi parallele Gräfte im 

i 

386. Sßirb einer beliebigen Slnjafjl paralleler ftrdfte bur<$> eine etnjige 
flraft baö ©leidjgewidjt gehalten, fo ift lejjtere mit tynen parallel j benn ityre 
Jßrojectionen auf jebe 5ljc, welche einen regten SKinfel mit ber föi#rung ber 
erftern Gräfte bilbet, ifi null (348). 

387. SBenn beliebig oiele ßrdfte, welä)e einen fkrren Körper angreifen, 
parallel jinb, fo gilt bie§ ebenfooiel wie wenn brei oon ben ©leidjgewicbtä- 
bebingungen erfüllt waren, unb eö bleiben bann nur no$ brei folcfye 23ebin* 
gungen übrig. Uiimmt man namlicb bie 5lje Oz parallel ju ben Gräften, 
unb bie 9l$en Ox , Oy fenfretyt $u Oz , fo ftnb bie ^rojectionen auf Ox unb Oy 
null, unb bie Momente in 23c$iebung auf Oz ftnb ebenfalls null. 2)ie no$ 
übrigen SBebingungen, beren Erfüllung für ba$ ©letd)gewicfyt not&wenbig unb 
binreidjenb ift, befielen barin, ba(j bie algebraifcfye ©umme ber $rojecttoncn 
auf bie $($e Oz , fowie bie ©umme ber ÜRomeute in 23ejtel>ung auf bie 
$l$en Ox , Oy null werben. 

ßommt man überein, i) burd; F irgenb eine ber Gräfte oorjujMen, 
unb baS 93or$ei$en + ooct — befenfefcen jenadjbem bie Äraft im Sinne Oz 
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ober im entgegengefefcten nurft ; 2) bie gu Oz fenfre<$ten 9l|cn Ox,Oyaudj 
unter ftcfy fenfrecbt angunebmen, unb mit x, y bie pofitioen ober negatioen 
(£oorbinaten eines beliebigen $uncte« ber ©eraben ju bejeiebnen , in »ela>t 
bie Stiftung ber Äraft F fällt: fo jinb bie nod> erfütlenben brei Jöebin* 
gungen auögebrücft bur<$ bie ©leiebungen 

ZF = 0, £Fx = 0, ^Fy = 0, [111] 

oon beten föicbtigfeit (für äße mögli<ben Slnnabmen über ben ©inn unb bie 
Sage ber tfraft F) man ftdj leitet überzeugt. 

388. Seiften bie parallelen Ätrdfte ben brei oorfietyenben 33ebin* 
gungen [111] nidjt ©cnfige, fo rebuciren jie ft<b auf ein ©egenpaar ober 
auf eine einzige töefultante, jenadjbera £F nutt ifi ober nitbt. 3 U biefem 
@a)(uffe gelangt man offenbar bura) fucceffioe 3ufautmenfckungen na# ber 
in 9tr. 382 angegebenen föegel. 

(Srfier galt. ZF = 0. SDenft man ft<b baö <5Mlem auf aroetSlequi* 
oafente sutü(f gebraut, oon benen bie eine S in ber 9lje Oz Hegt, bie 
anbere T parallel mit Oz bura) einen $tonct getyt beffen <£oorbinaten ^ , y t 
ftnb, fo f)dt man (365) 

S + T = 0, Tx 1 = ZFx, Ty t = ZFy, 

alfo brei ©leidmngcn jnvifd;en oier Unbefannten. £>ie Aufgabe ijl unbefrimmt, 
unb mu& e« fein, ba ein ©egenpaar burd) ein anbere« erfefct »erben fann, 
fclbfi mit «Beibehaltung ber Sage für bie eine ßraft. SDie (Sbcne beö $aare« 

roirb benimmt burefj ba« $er$ä(iitif) — = ttt, unb fein SRoment burty 

X^ 2.tx 

T W -j- y 4 » = Vc^Fx) 2 + (2Py)«. 

dnblicb fann man ben Sinn unb ba« 3"$ en Der toafi T beliebig mähten 
muß aber bann ber ßraft S ben entgegengefejjten Sinn beilegen unb- ben 
doorbinaten ^ , y t biejenigen JBorjeicben geben , roela> bie ©lei^ungen 
Tx t = XFx, Ty t = 2Ty oerlangen. 

3n)eitergall. 3^-^ »on null oerfdjicben, fo b<*ben bie beiben 
parallelen Steqwoalenten eine fRefultante. 93ejeia)net man biefelbe bureb R % , 
unb bie (Sootbinaten eine« beliebigen ^unete« tyrer fRi^tnng bur# x t , y 4 , 
fo bat man (365) in ben brei ©letctyungen 

R = ZF, Rx t = 2*Fx, Ry 4 = ZFy 

bie ßöfuug einer beftimmten Aufgabe, treibe al« befonbern gafl bie 3ufam* 
menfefcung jmeier paralleler Gräfte einföltegr. 
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389. 6inb Beliebig tnele .^unete gegeben, bur# roel<$e parallele 
trdfre »on einerlei Sinn nnb »on befannten ^ntenfitäten geben follen, fo 
fann man, ofcne bie Olicbtung biefer Äräfte ju fennen , einen $unct finben, 
bunb roeldjcn notbroenbig tyre SRefuItante geben mu§. 

Bür jwei Gräfte F', F" jlebt btc& bereit« (382) fefi; benn finb M', M" 
5»ei $uncte, »on benen man n>ei§ bafc fte auf ben (im Ucbrigen nnbe* 
tonnten) Stiftungen ber parallelen Gräfte liegen, fo gefyt bie töefitt* 
tonte R" beiber Gräfte biirdj einen $unrt N", ber bie ©erabe M'M" im 
umgefetyrten öerbälrmfe ber Strafte t&eilt (Sbcnfo gefyt bie föefultante R'" 
für R" nnb eine britte porotlcle Äraft F'", beren JRtcbtung einen gegebenen 
«Punct M'" enthalten fott, bureb einen $unct N'", welker bie ©erabe N"M"' 
im umgefebrten 93erf)dltni& ber Gräfte F' + F" unb F'" tyetlt. 

gdfort man fo fort, fo gelangt man $u einem {ßunete N, bur$ ben bie 
föefultante einer beliebigen Slnjatyt paralleler strafte ge(>en mufc, treffe föi#* 
tung biefe auf t)aben mögen. 

tiefer $unct b«töt ber SKittelpunct ber parallelen Gräfte. 

Gebeutet F eine beliebige Äraft be« ©pfrem«, x ben Slbfianb t^red 2ln* 
grijf«punct« »on irgenb einer (£bene, X ben Slbjianb be« üRittelpunct« ber 
parallelen Gräfte »on ber namlif en (£bene, fo fann man, ofme ba§ bie Soge 
biefe« «funet« fif dnbert, bie Gräfte parallel jur getrd&lten ebene annehmen, 
unb $at bann aljo, roie in ber oorigen Kummer 

# = ZF, RX = ZFx, bat>er X = ^ x . 

©erfährt man ebenfo in 23e$ie$ung auf groet anbete dbenen, fo erhält 

man 



(Somit §at man bie brei (£oorbinaten für ben üRittelpunct ber parallelen 
Ärdftc, in gnncrion ber (£oorbinaten i^rer 9lngrifföpuncte. 

($« ifi leif t etnjufe^en, ba& bie ndmlicbe (Sigenff aft eine« SWittelpunct« 
befielt, wenn bie parallelen ßräfte j!f in $n>ei ©ruppen »on entgegengefefc* 
tem 6mn feilen, unb bafc für tiefen galt bie nämltf en gormcln gelten. 

390. ©inb bie parallelen ßrdfte bie ©ernif te ber materiellen ^uncre 
au« benen ein jhrrer Äörper befreit, fo iji ber 2»tttelpnnct biefer Ätofte 
fein anberer ol« ber 6f roerpunet be« ßorper«; benn man fann in ben 
obigen gormein ben Gräften F ober ben ©ewif ten ber materiellen «ßunete 
bie Staffen biefer $uncte fubjiituiren, »etc^e ben ©eroiften proportional 
ftnbj unb bie gormein ge^en bann über in bie ber 9tr. 95. 



Y = 



2T ' 



Z = 



ITz 

ZF 
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#ierauö ergibt ft<$ ein ÜRittel, ben <S#tt>erpunct eine« ftarren Körper« 
burd) Öetfucbe §u bcftimmen. ÜRan b«ngt enttoeber ben Äörpcr gtoeimal 
(mit oerfcbiebenen 9lnfnüpfung$puncten) auf, nnb erhalt fo jwei ©erabe »eld^e 
ftc^> im gefugten ©cbroerpuncte fa)neiben muffen; ober man fefct ben Äbrper 
auf einer bori^ontaten ©dmeibe in'« ©lettbgenncbt, unb nueberbolt ben 5Berfu<# 
für »ergebene (Stellungen, toobur# fia) mehrere ebenen ergeben toelcbe ben 
©$n>erpunct enthalten. 



§, 11, HOedjfel/eitlfle J^tfjre^itttg zweier ^ttyelit miö)t am 
tyomoQtntn rottcentrifdjen &djid)ten begeben. 

391. $er nadjftebenbe ©ajj finbet feine 3lmoenbung in ber Htypfif, unb 
folgt aus ber @runbeigenf#aft ber föefultante mehrerer Ärdfte mit gemein* 
fa^aftH^em 2lngriff$puncte. 

Seljrfafc. SBenn jmet materielle Äugeln au8 homogenen 
©<balen gebilbet finb, beren fammtlicbe $uncte ftety im ge* 
raben JBerbaltnifj ityrer Staffen unb in umgefe^rtem 23er* 
b<5ltni§ mit bem Duabrate i^rer (Entfernung angießen, fo 
ift bie JRefultante ber Gräfte, toeld)e jebe Äuget auf bie an* 
bere ausübt, bie nämltdje wie wenn bie gefammte SÄaterie 
jeber Äuget in ibrem <5cl)tt>erpuncte oereinigt wäre. 

Um ben 23en>ei$ ^crguficUen # betrauten mir juerft bie 2(n$ieljung einer 
bomogenen Äugelfa;ale , beren 2Jtittelpunct 0 ift (gig. 52), gegen einen ma* 
terietten $unct A, roelcber ni#t auf biefer Schate tiegt. 

(S$ fei i bie unenblicty fteine £>i<fe ber <5a)ak) r tyr $albmefferj tyr 
ÜBolum alfo AmH, 

gerner fei f bie Stnjiebung toeldje jroei mit ber SKaffeneinbett begabte 
materielle $uncte im $lbftanbe oon einem Steter auf einanber ausüben ; m bie 
2Raffe be$ materieflen $unct$ A ; p bie 2Raffe für bie JBolum » dinfyeit ber 
<5djale, fo ba§ beren ganje ÜJtaffe (roelcbe wir SR nennen »ollen) = 49rrfy ift» 

©egeidmet a bie Dberfläcbe etned unenblidj fleinen ®tücf$ ber <5d)ale, 
z feine SMftanj oom ^unete A, fo ift fein JBolum ai, feine ÜÄaffe pal, unb 
feine Stnjiebungörraft gegen A (bem im ßebrfajje angegebenen ©efefce ge* 

maß) — — 9 - • 

£>ie föefultante aus aßen äbnlicben Gräften für eine beliebige 3 onc 
$n>ifcben jtoei auf OA fenfredtfen Ebenen MM,, M'M^ fyat offenbar bie 
Stiftung AO, unb ift alfo (204) gleicb ber ©untme aus ben ^rojectionen 
ber elementaren Äräfte auf biefe 3lje AO, 
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fmuai . fmuai x 

SDic <projection »on —~— auf AO tfi — . ~, wenn xbie Sange AP 

z z z 

(bie <projection bei 2)ifian$ AM) be^eid^ner. 2>ie ©umme aller ötynlidjen 
2Bertj)e, entforecfcenb ben färamtlictyen (dementen a meiere auf einer unenblid) 
fömalen 3«>ne liegen, gibt bie oon biefer 3one auägefcenbe 9ln$iefcung. ®enft 
man j!d) bafcer ben 9$ogen MM' (unb alfo aud) bic oon tym erzeugte 3 one ) 
unenblicty Kein , unb fefct PI" = dx , fo cr(;aU man jene Summe (ba alle 
Elemente a ber ßone baöfclbe x unb baöfelbe z £aben), wenn man in bem 
für bie Summanben erhaltenen 9iu$bru<fe ftatt a bie OberfIaa)e a<rrdx ber 
3one fejjt $)ie genannte Stauung ift ba&er 

x in 9)1 xdx 

2fm?nri/i . ^ dx ober f • -^5-, [112] 

tnbem SÄ an bie Stelle oon 4*rV tritt. 

£>iefe ©rö&c brütft äugteid; bie ftefultante für bie SBirfungen be8 
$unct$ A auf bie materielle 3onc MM'M^i; auö, weil alle biefe SBirfungcn 
bejieljungSweife ben Sompofanten gicia) unb cntgegcngcfe|jt ftnb, au$ benen 
fidj bie Sßirfung ber 3ont auf ben $unct A jufammenfe^t (276). 

SDie Integration beö obigen 3tu$brucfä liefert bie gefammte ßraft welche 
bie ßugelföaU auf ben materieUen ^ßunet A übt, unb lumvicber bie 9icfuf* 
tante ber SBirfungen be$ SßunctS A auf bic ßugclfdjale. 

2>a bie eine ber SBeränberltdjen x, z eine Function ber anbern ifl, fo 
fcat man eine berfelben ju elimimren. 3(u8 r 2 = a 2 -|- z - — 2ax (wobei a = OA) 
folgt 

z t _|_ a ? — T t Z( j z 

x =s= unb dx = — 

2a a 

SDemnad) wirb ber obige 9(u$brucf [112] für bie 3lnjiel)ung ber 3one; 

fm3tt i . dz ) 

j 

unb fein allgemeines integral tjt 

Siegt ber $unct A außerhalb ber Äugelfdjale, wie in gtg. 52 an* 
genommen ifi , fo l>at man ba« befrimmte integral $wifd)en bcit ©renken 
z 0 = a — r unb Z = a -f r $u nennen. 2tu$ bem obigen 
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integral oon ber gorm <j> (z) + C er$<Ut man alfo ba$ befrhmnte $n* 
tegrat 9 (Z) — g) (z 0 ) ober 

fmSK ( , a*-r» , a» - r» ) 

af r i (a — r) -\ > 

4ra* l 1 a -f r a — r } 

als Sluäbrucf ber gefud)reu ßraft. tiefer SBertl) rebucirt ji# aber auf — j-, 

b. b» er ifl ber nämttdje tote wenn ade SWaterie ber Äugclfc^afe in tyrem 
2RttteIounctc 0 oereinigt todre. 

Der aufgeteilte Se&rfafc ifi foinit für ben gafl bewiefen, baj? bie eine 
Äuget eine du&erfr bünne £o&lfugcl iji, unb bie anbere fid? auf einen aufcer* 
tyalb ber crflen gelegenen materieaeu ipunet rebucirt. 

392. 3«fö^. Ein au$ homogenen concentriföen ßugeffdjaten gufam* 
mengefejjter ßörper, beffen fämnUtictye fßjincte einen au&erf)atb fiegenben «ßunet 
in umgefc&rtcm 33erf)ältmfj mit bem Duabrat ber Entfernung anjiefjen , übt 
auf biefen tyimct biefelbe SBirfung n>ie wenn bie ganje Materie im 2Rittet* 
»unetc oereinigt todre; unb na$ ber weiter oben gemalten Semerfung gilt 
ba$ 9<dmlid>e aud> für bie Wefnttante ber Gräfte welrf>e ber äußere <jßunet 
auf ben fpftfrifdjen ßöroer übt. 

393. ßiegt ber <ßunct A innerhalb ber tfugelfcbafe, fo erleibet bie ganje 
obige 9ied;nung feine Stenbcruug, bie ©renken be$ SntegratS [113] auöge* 
nommen, »clcbc jejjt r — a unb r -f a werben. SDicfcS Sntegrat gibt bann 

fmM ( , r 7 — a» , . i 2 — a 2 i 

— 5- { r -f- a — = (r — a) } 

4ra 2 l 1 ' r -j- a r — a j 

unb rebucirt firij auf 9tull. 

Sei beut ndmltd;en 5ln$ief)mtg$gefe&e befdjrdnft fiefy alfo bie SBirfung 
eincö aus homogenen ßugelfdjalcu gebildeten ßörperö gegeu jeben $unct in 
feinem Innern flU f D j e 23irfung berjenigen ÜRatcrie, wcttfye oon ber bnrd) 
ben $unct gefcenben &ugclfld$e umfdjloffen wirb; benn ber Jßunct crfd?cint 
atö ein äug er er in Sejieljung auf biefe SWatcrte, wäljrenb bie SBirfung ber 
tyn einfdju'ejjenben ©dndjten uutt ifl. 

394. tiefer lefctc SaJ$ ld&t ftty au<$ bur<# geometrtfdje 23etra#tungen 
beweifen. 

Die Ebene ber gig. 53 frefle eine beliebige bur$ OA gelegte Ebene 
oor; MN fei ein unenblicfc «einer Sogen in biefer Ebene; MP eine Senf* 
re#te auf OA. Die Oberfläche ber 3one, welche oon MN bei einer Um* 
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bre$ung um OA betrieben wirb, ifl MN . 2*MP; burcfcläuft aber bcr SBogcn 
ffott einer »ollen Umbrehung nur einen aufjerji Keinen IBrucbtheil berfelben, 

ber bur# i auSgebrücft fein mag, fo ifl bie betriebene $lä$e ^ . MN . MP ; 

unb ba biefe in jebem ©inne unenblid) Hein ifl, fann man AM für ibreu 
5lbflanb oom $uncre A nehmen. 2)em ^gehörigen dlemente ber ßugelföale, 
beren au&erjl geringe $>icfe i ifl, entfpricfyt alfo eine ftnjiefmngäfraft oon ber 
$ntenfität 

, . 2* MN . MP 

$>ie ©eraben MA, NA verlängere man bis M', N'. $er Sogen ÄfN' 
wirb »etyrenb ber obenerwähnten Weinen Drehbewegung ebenfalte ein (leinet 
3onenflücf#en betreiben, beffen ^njiebun^ auf ben $unct A bie Sntenfttat 

, . 2w M'N' . M'P' 

fm/ "7r- am'* 

$at — 9tun fann man fldh (ei#t überzeugen, ba§ biefer jweite SBerth bem 
erflern gleich ifl. 2>ie ähnlichen fcreietfe AMN, AM'N' geben || = 
ober, wenn man AN' burdh AM' erfejjt (inbem baä SBerhälrnifj beiber beliebig 
na^e an 1 :i gebraut werben fann): ^ = ferner &at man offen* 

MP M'P' 

bar ^ M = ^7 ) unb bur# SWultiplication fommt 



MN » MP = MMP' 
AM* ~~ AM' 2 

^olglid) ftnb bie betben betrachteten 2tn$iehungen einanber glei# unb 
entgegengefejjt unb heben ftcb auf j worauf man weiter fcblie&t, ba& überhaupt 
bie ©efammrwirfung ber &ugelfa>le auf ben $unct A fidh in ft$ felbfl 
aufgeben mu§. 

395. 2fometfmt(J. SBäre bie drbe genau fugeiförmig unb homogen, 
fo würbe ihre 9ln$ie$ung auf einen $unct im Innern bem 2tbjlanbe biefe« 
$unct$ oom ORtttelpunct birect proportional fein, währenb ihre «tn^ie^ung 
auf einen Sßunct über ber Oberfläche bem Duabrat ber Entfernung oom 
2Jctttelpunct umgefeljrt proportional wäre, pr innere fßunete müjjte man 

nämlich in ber gormel — — bie SDtoffe 2K »eranberlich nehmen, unb gwar 

proportional bem (EubuS »on a; für $uncte außerhalb be$ (Srbfßrperä aber 
bliebe SW conflant 
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396. 2Bir betrauten mm gttei Äugeln, toetcfce aufcer einanber liegen 
unb au8 tjomogcnen coucentrifcfcen ©djtctyten $ufammengefejjt jhtb; M unb M' 
feien t^re ©efammtmajfen , 0 unb 0' tyre SDiittefyuncte , a bie Entfernung 
jtt>if{fyen biefen. 

ÜDie ÜSirfung ber erfien Äuget auf jeben materiellen $unct ber ^weiten 
ift bte nämliche wie wenn bie ÜRajfe M ber erjien in ifyrem SXittefyuncte 0 
Dereinigt roare; iijre SBirfung auf bie gan$c jn>eite Äuget tjt batjer gteia) 
ber jenigen/ n>eld)e auf biefe jweite Äuget t>on einem in 0 gelegenen unb mit 
ber ÜRajfe M begabten <ßuncte geübt würbe. 3n biefem gaUe ijt aber bie 2Bü> 

fungSrefuttante bur# ^-j— auägebrücft, gtei# atö nxSre bie 2Me M' ber 

groeiten Äuget ebenfalls in tyrem SKittelpuncte 0' vereinigt. 

£>aburd) ifi ber ju Anfang ber 391 auSgefprocfjene ßc^rfafc beroiefen. 
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Slnwenbung ber Statif auf b^namifctye Aufgaben. 



§♦ 1» ^mgtrte* (ßWidjcjfwidjt $m\fd)tn ben urirklidjen Gräften 
tmb ben SWiflljeiteRräftett walirenb ber Beweaunfl eine* üclrpew 

»<m beliebiger 5lct. 

397. trgenb ein materielle« Svftem in Bewegung begriffen, fo 
bewegt ftcb jeber $unct unter ber dinwirfung oon Straften, welche t&etlö 
au&ere F, t^etl« wecbfelfeirige innere f finb. 3)iefe wirf lieb oorbanbenen 
Gräfte baben in jebem Slngenblicfe für jeben $unct eine föefnltante, welche 
n>ir bie ©efammtfraft nennen unb bureb g> begei^nen »ollen. 

3)ie Sejiefcungen biefer fflefuttante gu ber Bewegung be« betreffenben 
fßunet« finb im ^weiten Hofclmitt abgetyanbelt werben. 

23e$eidmet m bie 2Kaffe be« betrachteten $unct« M , v feine ©eföwin* 
bigfeit in einem beliebigen Slngenblicf , mit welkem bie 3eit t enbigt , q ben 
&rümmungö(>albmejfer be« Sogen« ben ber $nnct in biefem 9lugenbli<fe jit 
betreiben im Segriffe frebt, *) fo ifi au« früher bewiefenen fic^rfd^cn befamir, 

1) bafj bie ßraft <p in eine Xangentiatfraft v> unb eine Zentripetal* 
fraft x sertegt »erben fann, welche bie ©leidjungen 

dv mT« 

* = m dP *=T 

beliebigen ; 

2) ba§, wenn man bie Bewegung be« $unct« M auf eine beliebige 
5lje Ox projtcirt, bie ©leiebung 

dt in 

gilt, in weldjer bie früher angenommenen 23e$eid)nungen wieber benüfct finb. 

*) tiefer $albmejfcr q ift bei einem fhrren €#eme ni^t mit fcem 3lf>ihnfce be« 
$unct$ M »on ber augentlicfli^ett 3Rotah>n*ai;e ju »ewe^fefo (57, 54, 51). 
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dx 
dt 



dx 

2)ian wei§, bafc v, gleichbcbeutenb mit — ift, wobei x bic »crdnber 



dv 

liehe 2tbfciffe beö $unct$ M oorfletlt. SDer ftuftbnuf ~ Gebeutet baher 



.dx 

ik d 2 x 

— , wofür man gewöhnlich -n, fchreibt , fo ba§ bic »orige (Gleichung in 
dt ot 

bic gorm fommt 

d*x 
m— = 

398. 2Ran bcnfc ftd^ nun neben ben du§ern Gräften F noch an jebem 
$uncte M gwei gleite unb entgcgengefefcte Strafte angebracht, nämlich bic 
»orbin erfldrtc Alraft g> unb bic ©egenfraft — <p ; baburch wirb ftci> weber 
in ber ^Bewegung noch in bem SJtolecularjuftaube beä materiellen SpftemS 
irgenb etwad änbern. $>a aber jeber ^unet M m fo bewegt wie wenn er 
blo$ oon ber Straft <j> angegriffen wäre, fo müffen bei obiger Annahme bic 
Gräfte F, f, — 9 an btefem innere ftch im (Gleichgewicht Raiten j unb wenn 
man biefe ^Betrachtung auf aOe Atmete beä ©oftemä audbehnt, fo muß alfo 
bic ©efammtheit ber du§ern Strdfte F , ber 9Rolecularfrdfre f unb ber bin* 
gugebachten Strafte — g> »on ber 5lrt fein, ba&, wenn ba$ materielle (Softem 
\tatt in ^Bewegung in föuhe wäre, bie föu^e unter ber SBirfung jener brei 
(Wartungen oon Gräften fortbejidnbe. 

SBahrenb ber Bewegung eineä materiellen Sttftemd oon beliebiger phP* 
ftfdjer (Sonflitutton genügen folglich bic Ärdfte — 9 (beren jebe ber Äraft <p 
gleich unb entgegengefejjt ift, welche für ftch allein bic Slbdnberungcn in ber 
Bewegung beä jum ®hftem gehörigen *J3uncte$ M, ndmlich Jöefchleunigung 
unb Strümmung, h^oorbringen würbe) unb bic dufjeni Gräfte F in jebem 
2lugenblicfe allen SBebingungen für baö (Gleichgewicht beä <5pftem$ in feinem 
eben ftartfinbcnben ÜRoleculargufianbej bic ÜÄolecularfrdftc (bic innern ©pan- 
nungen ober Jßreffungen) ftnb mithin btefelben wie wenn baä ©oftem bei 
unoeranberter gorm unter ber ÜHMrfung ber Strafte F unb — g> in iJiuhe wäre j 
unb wenn ba$ <5pftcm feinen eben jiattftnbenben 23ewegungfyuftanb burch jitoor 
thdtig gewefenc Strafte erreicht fyat , fo fefct tß feine Bewegung fo fort wie 
wenn jeber feiner $uncte oon ber ihm entfprechenben ©cfammtfraft <jp ge- 
trieben würbe, bic Strafte F unb bic 2Holecularwirfungcn aber aufgehört hdtten. 

399. £te Annahme eine« wdhrenb ber ^Bewegung ftattfiubenbeit 
(Gleichgewichte jwifchen ben wirtlichen ( äußern unb innern ) Straften F , f 
unb ben Straften — g>, welche man in ©ebanfen an ben materiellen $unctcn 
be$ (SoftcmS anbringt, bilbet bic ©runblage oon jy&lembert'S allge- 
meinem $rinciö berSDhnamif. Da« SBefen berfelbcn begeht barin, 
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i 

bafc eSjebe Aufgabe übet Bewegung auf eine Aufgabe über ba« ©leid&gewidtf 
jurüdffü^rt. 2Ran mürbe aber bie 23ort(>eile ber au« biefer Setradjtungö weife 
fttejjenben 2Retyobe uberf^d^en, wenn man glauben wollte, man fönne burd> 
fte alle bpnamiföen Aufgaben in ©teid?ung fefcen, fo ba& für bie 2öfunQ 
biefer Aufgaben feine roettern ©ctywierigfeiten blieben als rein anafytiföe ; 
benn bie oolljiänbigen ©ebingungen für ba$ ©leütygewidjt ber ßörper, wie fte 
in ber ftatur oorfommen , bangen »on ben ©efefcen ab wel$e bie Sntenfl* 
täten ber 3Wolecularwirfungen befiimmen , unb biefe fe£r »erwitfelten ©efefce 
müffen erjx bur$ £y»otpefen »ereinfaßt »erben um in bie (Rettung eingeben 
$u fönnen. 

400. £ie Ärdfte — <*>, welche wir al$ eine btofce ßrfinbung be« 
SSerfianbeö betrautet (jaben, werben oon mehreren Tutoren al« wtrfli$e 
&räfte genommen unb£rägtyeit$fräfte genannt. Um gu »erfreuen, unter 
welkem ©efictytspuncte biefe üReinung fi# aufregt erhalten läjjt, &at man ju 
beadjten, ba§ ein materieller ^itnct M bie Gräfte, benen er unterworfen tfr 
unb welche bie Dlefultante g> fyaben, oon anberen, meljr ober weniger ent- 
fernten $uncten empfängt, unb ba§ er biefe Gräfte ntct)t £tnnel>men fann 
o(me mit gleiten unb entgegengefefcten Gräften auf jene $uncte gurütfjuwir* 
fen. $>iefe töücfwirfungen , welche wir 3. 93. oerfpüren wenn wir #anb an 
einen Äörper legen, beweifen un$ bie Jräg^ett ber 2Äaterie. 9lu*e föücfwtr* 
fungen beö betrachteten tßunctä M erfolgen in 9?i<$tungen welche bur# biefen 
$unct gefyen j unb obgleich fte oerfdjiebene 9lngriff$»uncte tyaben , fann mau 
boefy tfyeoretifdj fagen, fte (>aben eine föefultante, wel<$e offenbar — <j> ijl. 
SMefe töefultante meint man, wenn man »on ber ßraft ber Jräg^eit 
f»ri#tj fie fann immer in $wei unter ft# fenfre^te Gräfte gerlegt werben, 

dv 

nämli$ in bie fcangentiatfraft — y = — m — , wel$e in einem ber 33c* 

fdjlemügung entgegengefefcten ©inne wirft, unb bie (Sentrifugalfraft 
beren Sinn ber feentttyetalfraft entgegengefefct ifi. 

401. 9fa$ biefen (Erläuterungen lä&t ft$ ba$ £>'9Uembert'f$e ißtinciö 
folgenbermajjen au$fpre$en : 

33 c i ber ^Bewegung irgenb eines materiellen Softem« be* 
fiefct fortwä^renb ©leicr/gewi<t)t $wif$en ben »on au§en auf 
baö ©gjiem wirfenben Gräften, ben SRolecularwtrf ungen, 
unb ben Xräg£eit$ fräften welche ber oeränb er! tcr) en frumm- 
linigen Bewegung ber »ergebenen Elemente be« <5yfrem$ 
entfpre$en. 

Slnwenbungen biefe« $rtnciö$ (ober oielme{>t biefer löemerfung) werben 
im flebenten Slbfönitt folgen. 
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§. 2. <£i0cnfd)nften ber äquivalenten prüfte bei ber JJeweaunfl 

ttn« ßamn ,£orpere. 

402. 2el>tfafc. 3n b er Bewegung eine« flarren ßörverS 
änbert fich nichts, wenn man bie ihn von au&en angreifenben 
ÄräfteF burch äquivalente Äräfte F 4 erfefct. 

Sßir betrauten bad ©vfiem in einem gewiffen 9lugenblicf, wo eö ftcf> in 
einem gegebenen 3ußanbe beftnbet, unb von weitem au$ eö feine ^Bewegung 
in itgenb einer bejrimmtcn 2Beife fortfefcen rnufc. %et>tx $unct wirb ftch 
babei fo bewegen, alö würbe er von einer gewifien straft q> allein ange* 
griffen. JDenft man ftch nun an allen Runden be$ €>pftem$ neben ben 
urfprünglid;en Gräften F gleichzeitig bie Gräfte <p fammt ihren ©egenfräf* 
ten — <p angebracht, fo wirb babureb nichts gednbert ; bod) fann man jejjt 
annebmen, bafj bie Gräfte F unb — g> im ©letd)gewtchte finb, ober wie man 
fagt, fieb aufgeben, wät)renb bie ^Bewegung ihren (praeter burch bie Gräfte q> 
unb bie vorhanbenen 9lnfang$gef<hn>inbigfeiten erhält. S3ertaufd)t man unter 
biefen UmfMnben bie Gräfte F mit u)ren 9(equivatcnten F 4 unb fefct baä 
©vjtem als vollfommen jlarr vorauf, fo wirb baS ©leichgewteht mit ben 
Ärnften — <jp fortbewegen, in ^olge ber 2Robtftcattonen benen ftch bie ÜKole* 
cularwirfungen unterjie^enj bat)er werben alle Sßuncte fortfahren ben Äräf* 
ten <jp golge $u lettfen, wie wenn biefe Spunde vereinzelt unb frei wären ) unb 
folglich wirb in ber Bewegung feine Steigerung vorgehen. 

403. 3ufafc. 3Äan änbert nichts an ber Bewegung eines 
fiarren Äärper S, wenn man Gräfte gufügt Ober wegnimmt 
welche im Gleichgewicht flehen. 

404. Slnmcrfungen. — 1) 9Ran gibt juwetlen als Definition an, 
jwei ©ruppen von Gräften F,F 4 feien äquivalent, wenn bie eine ©ruppe 
einen ftarren Körper in bie nämliche Bewegung verfefct wie bie anbere. 
Diefe Definition erheifcf;t aber einen unerwähnt unb unbewiefen gelaffcneu 

_ löorberfafc (ober jie enthält eine petitio prineipü), inbem fie vorauSfcfct, bajj 
jwei Svjteme von Gräften, welche man einanber fubfrituiren fann ohne baburd) 
einen vorhanbenen ©leichgcwtchtSjufranb $u änbern, biefe (Sigenftaft 
auch «och für ben 3ufianb ber iBewegung befijjen. 

405. — 2) <gs tfi wohl äu merfen, bafj bie obige digenfehaft fleh auf 
bie S3orauSfefcung ber (Starrheit beS materiellen ©oflemö grünbet, unb ba& 
bie 93ertaufchung gewiffer Gräfte F mit äquivalenten F t bie 2Rolecularwir* 
fungen veränbert. güf)rt man $. 23. an einem priSmatifchen Stabe jwet 
gleiche unb entgegengefefcte Gräfte ein, welche auf bie beiben ©runbflächen 
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mirfen, fo wirb ber 3ufianb ber ©pannung ober bet Gompreffton in biefem 
ßörper nüfct ber »orige Reiben. 

406. 2lu3 bem gefcrfa&c in 9lr. 402 unb beut in 9lx. 376 folgt, ba§ 
ein frarrer Körper unter ber Söirfung beliebiger Gräfte F fid) in jebem 
9lugenblüfe fo bewegt, rote wenn auf iljn eine Äraft wirfte gleidj ber nadj 
einem wiüfü&rlia; gewagten sßtiitct »erlegten SranSlarionörefultante ber 
ÄrafteF, unb ein ©egenpaar, beffen ÜÄoment unb föicfctung »on ben Ärä> 
ten F unb ber 2Ba(>l beö 9lngriff$punct$ für tyre XranälationSrefultante ab* 
fangen. 

§ 3* ,3Ulnem*inß* JBewtuuna, txnt* ftarrttt üflrper*. 

407. 23ci jeber beliebigen Bewegung eine« ßörperä unter ber 2Bir* 
fuug äußerer, conftanter ober oeränberlta)er Gräfte F Rängen bie 2lenbcruugen 
in ber Bewegung be« ©a)werpunct$ blo$ »on ber $ran$lation$rcfultante 
unb ber ©efammtmaffe beä ftörperä ab (283, 284). ©efejjt nun, man Ijabe 
nad> biefem ^rineip für jeben 5lugcnblicf bie Sage be$ ©ctywerpunctiJ eineö 
Äörperä berechnet; um bann bie Bewegung beö Störperä in allen feinen 
Zweiten gu fennen, bkibt nur noety übrig, feine relatioe ^Bewegung in üöe* 
giebung auf beweglta^e 9ljen $u bejtimmen, weldje parallel mit fidj felbfi fort* 
rücfen unb ftctö burd) ben ©cfywerpunct gefeit. Sei einem jtarren Körper 
ifi biefe retatioe Bewegung eine Dotation um ben ©d?werpunct, ba biefer 
wie ein fefier $unct betrautet wirb unb »on ben »erfetyiebenen Runden bc$ 
ßflrperö confiante (Entfernungen behalt; au<$ fann möglkfyerweiie jeber <ßunct 
blo$ einen ÄreiS betreiben. 

408. 9iacb 9Zr. 296 läfjt jicfy bie eben erwähnte relatioe Bewegung 
beä Körpers wie eine abfolitte betyanbeln, wenn man an jebem feiner Sßuncte 
au jj er ben wtrflid) »orfjanbenen äujjern Gräften F eine ßraft — F e , gleia) 
unb entgegengefefct ber Xrauöportfrafr, anbringt. 9tun finb (ba bie 5ljen eine 
Xranälationöbewegung haben) alle auf biefe 5lrt eingeführten Strafte parallel 
unb ben Staffen ber oon ifmen angegriffenen ^nnete proportional; beSfjalb, 
unb weil ber Störper ftarr ifr, haben biefe fammtlicf)eu Gräfte eine föefultante, 
welche buret) ben ©ehwerpunet geht unb ihnen fubfiituirt werben fann (402). 
gür bie relatioe Bewegung , infofern fle als abfolute betrachtet wirb , ift ber 
6<bwerpunct feftj baljer h«t jene Oiefultante feinen (Einfluß auf bie Dotation, 
$u beren (Erzeugung alfo nur bie wirflieben Gräfte F übrig bleiben. £)te§ 
fprityt ftdj in folgenbem ©afce aus. 
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Eefjtfa^. SDte relative ^Rotationsbewegung eine« ftatten 
Äörpet« um feinen ©c&werpunct , auf Aren belogen meiere 
butd) ben (S^merpunct getyen unb mit ityren urfprüngti#en 
Stiftungen fortwabtenb parallel bleiben, ifi biefelbe tote 
roenn bei @<r)roerpunct fefi wate unb bie nift bura) ben 
©froerpunet ge^enben dufiern Ätdfte babei bie ndmlifen 
blieben. 

liefen <5afc unb ben in 9ir. 283 brüeft man $duflg, um beibe for$ • 
äufammenjufajfen, fo au« : £er ©<$roerpunct eine« ftarren ßörperS 
bewegt fi$ fo, wie wenn ade Gräfte in if>n »erlegt waren; 
unb ber Körper felbfl bre^t fitt) um ben ©fwerpunet wie 
wenn biefer feft rodre. 



16 
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Vierter mitbnitt 

$i)brojtatif , ober 93cbtngun^en be$ ©Ui^getöt^td 

flüffi^er tförpcr. 



§. 1. CI)orahterißifd)e Ctgenfcljaften >er Jtölftaketten. 

409. ©nc glüffigfeit tfl eine bem ^Cnfd^cine nad> ftettge flnfamm* 
lung materieller ^unetc, welche fid? febon bureb tjöcbft föwacbe Gräfte trennen 
ober über einanber Ijin t>erfct>icbcn laffen. 2Ran tljeilt bie glüffigfeiten in 
tropfbare unb in luftförmige ober ©afe. $)ie tropfbaren (äffen 
flcb nnr bureb einen aujjerfr grcjjen 25rucf comprimiren , unb 'werben aud 
biefem ©runbe zuweilen incompreffiblc glflfftgfeiten genannt. £ie ©afe 
ober luftförmigen glüjfigfeiten finb $ufammenbrücfbar, unb innerhalb gewiffer 
® renken mit ooflfommener (Slajiicität begabt, weshalb fle au# elafltf^e 
glüjftgfeiren Reißen. 

410. £)er wefentlt<r)e (£(>arafter be$ oollfommenen gl üffigfet t8- 
$uftanbe$, bei tropfbaren Körpern rote bei ©afen, befreit in ber 9lbwefen* 
beit jeber Reibung jwifeben ben Xf>eilcben beä Pifigen ßörperS felbji, ober 
jwtfcben biefen unb ben umgebenben Körpern, SDiefe (Sigenfdjaft fiubet ft<t) 
in ber 9iatur ntdjt in abfoluter SBeife, barf aber al$ eine mit ber drfa^ 
rung übereinftimmenbe 9lnnal)erung angenommen werben, namentlich roenn e$ 
jicf) oon ruljenben glüfftgfeiten tyanbelt, ober aueb oon folgen beren relarioe 
^Bewegungen gegen angrengenbe Äörper nur langfam oor fity geben. 

411. Stuö biefem ©runbprineip ber #pbroftatif ergibt flcb als notfc-- 
roenbtge golge eine anbere (Sigenfebaft, weldje man in ben ße&rbüdjern 
über biefen ©egenftanb gewöhnlich al$ ein S3erfucb$refultat betrachtet; nämlich: 

%ux jeben befiimmten $unct einer glüffigfett tfl ber auf 
bie gtäcl) encinl>ci t belogene 2)ru<f nach allen töicbtungen f> in 
gleichgroß 

SDamit bic SBebentung biefe« SafceS »oUfommen beutlich werbe, mujj 
perft erflärt fein, waö mau unter jenem £>ru<f an einem ^unete eine« flüffigen 
Körper« oerftcht. 2Kan benfe fi<$ einen folgen Äörpcr oon allen Seiten 
. burch eine poloebrifcbe Umfleibung eingefchlojfen, unb betraute ein ebene« 
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Stücf btcfer UmHeibung. $)o$felbe empfängt offenbar Oon Seite ber glüfligfeit 
eine unenblicfye Spenge Heiner, von innen na# außen roirfenber Gräfte, 
roeldje vereint ben ©efammtbrucf auf ba$ betrachtete f$ldd)enjiü(f ausmalen, 
unb beren JRefultante bei einer oollfommenen ^lüffigfett jtets fenfrecr)t $ur 
gebrühten ftiätyt iji, rodfjrenb bie SBirfnngen einer met)r ober minber jdijen 
glüjfigfeit auf bie UmHeibung aua) fdn'ef gegen biefe gerietet fein fönnen, 
wie e$ bei ber (Reibung $»ifct)en feften Körpern ber gafl ijt. 

2)ie gebrücfte gld#e tt)eile man in immer Heinere unb Heinere $t)eile. 
ginbet man babet, baß ber ©efammtbrucf auf jeben Zfyeit im nämlichen 23er- 
t)ältnijj abnimmt roie biefer gldtyent&eil felbft, fo fann man fagen, ber 3)rucf 
fei g (einförmig; unb wenn man einen foldjen, na<t) Kilogrammen bereci)* 
neten ©efammtbrucf mit ber 3«W bioibirt, welche ba« S3ert)dltnijj be$ ge* 
brücften ^(äd^ent^eüd $um Duabratmeter angibt, erhalt man ben 2)rucf 
für ben Ctuabratmeter, ober ben auf einen Duabratmeter belogenen 
£>tucf. 

Sinb aber bie 2>rucffrdfte auf bie Unterabteilungen beS gebrücften 
g(d#enraum$ ben entfprect)enben gläct)entr)eilen ni^t proportional, fo gibt 
ber Duotient au8 bem ©efammtbrucf auf ba$ gauje ^(ä^enflucf r bioibirt 
burct) biefe §iäa)e, ben mittleren £>rucf für ben Ctuabratmeter; unb bie 
©renje, roeldjer biefer Duottent fxct) ndtyert, wenn man ben um einen be- 
fiimmten Sßunct tjerumliegenben gldct)enraum immer Heiner unb Heiner nimmt, 
ift ber auf ben Ctuabratmeter belogene Drurf in btefem ?ßuncte. 

Diefer begriff laßt jid) auct) auf einen $unct im 3mnern ber gjlüffig- 
feit übertrageu. 2>enft man ftci) burcf; einen folgen $unct ein Stücf oon 
einer (Sbene gelegt, fo dufcern bie beiberfeitS anliegenben Xfytik ber fttöffifl* 
feit roedjfelfettige 2Birfungen, meiere man fict) al$ gleiche £rücfe auf bie 
beiben (Seiten be$ (Sbenenftücf« oorfieHen fann. $)er eine biefer fcrücfe, 
bioibirt burcf; ben gldcf)enraum auf wetzen er wirft, ifl ber mittlere 
2)ru<f; unb ber ©renjroertb be$ mittleren 2)rucf$ bei fortgefefcter JöerHei- 
nerung be« (SbenenfiücfS (welci)e8 aber immer nod) ben betraueren $unct 
enthalten mu§ unb feine Stellung nietet dubert) ijt ber auf bie §ldct)en* 
eint)eit belogene 2)rucf, ber in biefem $uncte fenfrect)t jur angenommenen 
Stellung be« (SbenenftücfS ftattflnbet. 

Der Äürje wegen (unb $u beutlict)erer Unterföeibung) fotl »on jefct an 
für ben auf ben Ctuabratmeter beregneten SDrucf an einem bestimmten *ßuncte 
auSfdjliefclid) ber 9larae ißreffung gebraust »erben, wdt)renb 2)ru<f 
fct;le<t)tr)in irgenb eine Summe oon (Jlementarbrücfen be$eict)net 

Dlaä) biefen (Srldiiterungeu befielt nun ber 3nt)alt be« oben auSgefpro* 
dienen SafceS (ba§ ndmlidj für einen unb benfelben $unct bie ^reffung in 
aßen ffiidjtungen gleicr) fei) barin, baß an einem wiHfürlict) angenommenen 
gJuncte im 3nnern ber glüffigfeit ber auf bie gld^eneint)eit beregnete £>rucf 
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immer ber ndmticbe ifi, in meiern ©inne man tyn aucb betraute, b. wel$e 

Stellung man au$ bem erwähnten Keinen (Sbenenjtücfeben geben moge,^oenn 

baöfelbe nur immer bur<$ ben namlicben $unct gc^t. 

Um ben 33ewei8 bafür gu liefern, lege man bureb biefen <ßunct M 

(gig. 54) gwet beliebige Ebenen MM'N, MM'L, confhuire in biefen Ebenen 

über einem beliebigen ©tücfe MM' it)rer £urebfcbnitt$lmie bie beiben Q,ua* 

brate MN', M'L, ootlenbe ba$ auf folcbe 2trt befiimmte $ri«ma MLNM', 

unb gie^e nun bie »on bem $ri$ma umfcbloffene ^tüjftgfeit in 93erracbt. 2)ie 

äug er n Ärafte, unter beren SBirfung biefe glüffigfeit im ©leiebgewiebt tft, 

ftnb 1) bie normalen Drurfe auf bie fünf Slufjenfläcben be« <ßri8ma'$, 

2) bie ber ©cbwere äjmlicben SBirfungen *) weldje alle Xbei(d)en ber betraf 

teten glüffigfeitSmenge angreifen. $>urcb fortgefefcte 93erfleinerung ber Oua* 

bratfette MM' (ann aber bie (Summe ber (entern Gräfte im 93erglei<b gu ben 

auf bie (Seitenflädjen wirfenben SDrurfen fo Mein werben aU man nur will; 

benn jene Summe hUiht proportional bem förderlichen 3n(>alte be$ $ri$ma'$, 

mithin bem (£ubu$ oon MM', wetyrenb bie genannten &rücfe nur im 93er- 

bältnifc be$ Duabratö oon MM' abnehmen. *Kad;t man g. 93. bie 

ginien MM', MN ic. , naebbem jie f$on febr Kein geworben finb r noeb 

1 

i Ornat Heiner, fo wirb bie glacbe MN' auf ^ i^reö 3n$alt3 tyerabfommen, 
unb ber von tyr erlittene £>rucf verminbert ftc^ nafcegu in bemfclben 93er* 
baltnifc; ba« ©ewidjt be« fpriöma^ bagegen rebucirt ficb auf j^nQ f eineÄ 
»origen SßertbeS ; ba« 93erbaltnifj biefe« ©ewtebts gu bem SDrucfe auf bie 

f$(ad)e MN' ijt uäbcrungSweife bureb ^ auSgebrucft, verringert ftd) alfo 

faß proportional mit ben £>imenfionen be£ 'Prisma'«. ÜRan fcbliefjt fyttM, 
bafj, je ndber ber mittlere 25rucf an feine ©renge fommt, bie ber (Schwere 
analogen Gräfte mebr unb mebr oernacbläftigt werben bürfen, unb bafc mitbin 
gulefct ba« ©leifbgewidjt jicb blo« bureb bie $rucfe erhalt. $rojicirt man 
bie lefctern auf eine gu LN parallele 5lr,e, fo oerfebwinben in ber *ßrojection 
bie gu ben glasen NL', LMN, L'M'N' normalen SDrücfe, ba jie fenfred>t 
gu biefer 9lje finb ; e« bleiben alfo nur noeb bie auf bie gtdeben MN', ML' 
wirfenben 2)rucfe, welcbc, inbem fte gleite SBinfel gegen LN bilben, nur 
bann gleite ^rojectionen $aben fönnen wenn fie felbjl einanber gleid) finb; 
unb weil ferner bie ebenerwdbnten gläcben gleicbe ©rö&e Ijaben, fo folgt, 
bafj bie auf einerlei gldcbenein^eit belogenen 3)rücfe, wetebe in gwei gu belie* 
bigen Ebenen MN', ML' fenfred>ten föicbtungen ftattfinben, gleicb fein muffen. 

*) b. ty. überhaupt Gräfte, teddjc ber SWaffe vroportioual finb, wie bie €d)»ere 
felbit, ober — faOö bie pifTiöMtetfjeifdjen Mo« in relativer Wu^e ftnb, wdljrenb 
eine abfolute 9iotation«bewepn8 ftattfinbet — bie (Sentrifußalfraft. 
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m einet gasförmigen glüjftgfeit wirb bie $rejfung nicht fetten etafit* 
f ^> e traft ober ©pannfraft genannt; auch flnbct man bafür ben un* 
geeigneten tarnen Spannung, tvel^ct auofcblie&licb'für angtehenbe SBecbfel* 
wirfungen aufbehalten bleiben fotCte. 

412. (Sine gweite Folgerung au« bei Slbwcfenheit ber {Reibung gwifeben 
ben gtüifigfcitätbeilcben befielt barin, ba&, wenn auf eine rubenbe glüfftgfett 
fchie »eitern äufjern Gräfte wtrfcn al« bie Schwere unb bie »on ben um-- 
gebenben SBänben geübten £)rücfe, jebe ununterbrochene ^origon-- 
tale ©d)tcbt (oon uncnblid; Heiner SDiefe) in tt>rcr gangen 
SluSbehnung einerlei ^reffung j ctg t unb einerlei SDidjtig* 
feit bat. 

1) JBon ber <SHeia)f)eit ber ^reffung überzeugt man ftcfy, wenn man 
einen ptt«mati|cben glüjjigfeitäf ab en betrautet, welker gwifd;en gwei belic^ 
bigen Runden ber ^origontatfduebt enthalten ifl. SMefer gaben wirb an 
feinen beiben (£nben in ben gwei entgegengefejjten föicbtungen , welche mit 
ber ßage be$ gaben« jufammenfallen, gleicbftarf gebrüeft j benn fonfl müjjtc 
er, bei bem fanget ber Reibung, in ©eweguug geraden (409). ©iub 
aber bie 2)rücfe auf bie (Snbpuncte gleid; im angegebeneu ©iune, fo ftnb ftc 
auch gleich in jebem beliebigen ©inne (411). 

2) Um gn geigen, baß eine gufammenbängenbe #origontalfd;icbt überall 
bie nämliche 2Dia)rigfeit hat, feien AB, A'B' (gig. 55) gwei einanber fetyr 
nahe liegenbe bortgontale Ebenen, 3 n bcrfclben, für fieb betrautet, 
berrfdjt nach ibrer gangen MuSbefmung ein gleichförmiger 2)rucf , wie wir fo 
eben gefe^en haben. 9tun ijl ber 2)rucf auf baö Clement m' gleich bem 
3>tuefe in m, oermehrt um ba« ©ewiebt ber elementaren oerttealen Säule mm', 
weil au ben ©eitenftäcben biefer ©ante feine Reibung jiattftnbet; ba« 9Wm-- 
lid)e gilt oon irgenb einer anbern gleid;grofccn Säule n^mi ; beibe ©dulden 
^aben baher gleite ®t\r>iä)tt bei gleichem 23olumen, worau« ber Saft 
folgt (101). 

3ft ber ßufammenhang ber ©ebiebt gefiört, fo fann ftcb'S anber« oer-- 
halten» 23ei gwei communicirenbeu ©efafjen fann e« oorfommen, ba§ bie 
©leiebheit ber «Preffung unb ber £)id>tigfeit nur für biejemgen ©Richten 
befielt, beren drffcecfung im ©efaße feine Unterbrechung erleibet (wie AB 
ober CD), wäljrenb man ^reffung unb $>id)tigfeit möglicberwetfe geanbert 
ftnbet wenn man oon einer ©ebiebt AB auf eine in berfclben £origontalebcne 
liegenbe <5ä)i$t ab übergebt. 

413. gur eine homogene incompreffible glüfftgfeit, welche fich in 
9luhe befinbet, läfct fleh ber Unterfchieb ber ^reffungen in gwei oerfchie* 
benen #origontalebeneu fehr einfach auSbrücfen, oorauögefejjt bafc man oon 
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ber einen (Ebene gut anbern fibetge$en fann obne bie glüfftgfeit $u oerfaffen. 
3fl h ber »erticate Slbflanb beiber Ebenen unb /Iba« ©ewicbte eine« £ubtf* 
metet« bcr glüffigfett, fo ift bie erwähnte 2>ifferenj 77h j fo ba§, wenn 
unb $) bic ^reffungen in ber obern unb in bcr untern (Ebene begegnen, 
bic ©leid|>ung gilt 

| = y, + 77h. [114] 

Um bie§ nad)$uweifen, mögen giterfl bie beiben (Ebenen A 0 B 0 , A'B' (gig. 56) 
fo geftellt fein, ba§ man oon ber einen auf bie anbere lang« einet oerticaten 
glüffigfett«fäule mV gelangen fann, beren £itye bureb h' unb beten Ouet- 
fcbmtteftöcbe burety a bewettertet fei. $)er 3)rucf auf bie obete Saft« ifi |l 0 a; 
bie untere Safi« f>at aufjerbem nod) ba« ©ewtdjt i7ah' bet glüffigfett«fdule 
ju ertragen. £)et ©efammtbtucf auf bie untete ©afi« ifi bemnad) Jß 0 a, -f- ITah' ; 
worauö folgt, bafc bet 3)nt(f auf bie gläcbeneintyeit biefet Saft«, mithin über- 
haupt bie «preffung in ber (Ebene A'B', burefc J) 0 + HÜ bargefleCft wirb. 

SBenn abet bie beiben #ort$ontatebenen ganj beliebige (Stellungen A 0 B 0 , AB 
haben, welche um h oon einanbet entfernt ftnb, fo fann man immer jwifeben 
ihnen anbere horizontale Ebenen A'B', A"B", A'"B'" fo einhalten, ba& fid) 
oon jebet gut fotgenben eine oetticale ßtnte gang innerhalb bet glüfftgfett 
gießen lagt, gut biefe einzelnen SnteroaUe gibt bie oorige gormet bie 
aufeinanber folgenben Unterföiebe ber *ßreffungen an, unb ^ierau« be* 
rechnet man ben ©efammtunterf^ieb innerhalb ber beiben äujjerjlen (Ebenen. 
2>a« Oiefultat fiimmt mit ber oben angegebenen töegel überein. 

galten bie beiben (Sd)id)ten A 0 B 0 , AB in einerlei (Ebene , wie AB , ab 
(gig. 55), fo wirb r)ter, ba h null ifi, bie Jßreffung in beiben (Schichten gleich, 
fobalb man ndmltcb oon ber einen (Schicht $ur anbern eine Birne wie qrst 
gießen fann, welche bie homogene glüjftgfeit ntd>t oerlagt. 

414. 3 U ^ cr gotntel [114] gelangt man auch but# ben gefjrfafc oom 
5lrbeit«effect, wenn man für langfame ^Bewegungen einer glüfftgfeit bie ©e* 
fammtarbeit ber 2Be<bfelwirfungen al« null annimmt, wa« eine golgerung 
au« bem üftangel ber 3ufammenbrücf barfeit (ober au« ber 3*icom»refft* 
bilitat) unb au« ber 5(bn>efenr)ett ber JReibung ifi. 

SBir betrauten eine gewiffe 2Renge glüfftgfeit, wela)e in einen potyebtt« 
feiert (Raum eingefcbloffen ifi (gig. 57). (E« fei ao bet Inhalt eine« fehr flehten 
(Stücfe« A<>B 0 bet einen SBanbfläcbe unb y 0 bie bott flattftnbenbe ^ßteffung ; 
a unb Jj) feien bie analogen ©töfjen füt ba« Sßanbflücfchen AB. 2ftan fleUe 
ftd> oot, flatt biefet SBanbflücfe feien bewegliche Kolben eingefefct, welche mit 
ben $)rü<fen y 0 »oi betaflet ftnb, wdfctenb bie übrige Umfleibung unbe* 
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wegli<& bleibt, Vermehrt man bann bie Äraft p 0 «o nm einen fe^t Keinen 
©ruchtheil ihre« äßertlje«, fo nehmen bie Kolben A 0 B 0 , AB eine fe&t lang* 
fame Bewegung an, meldet man nach einer fct>r geringen öerfchiebung dinhalt 
tyun fann, inbem man bie an A<,B 0 hinzugefügte Äraft wieber wegnimmt 
unb ber auf AB wirfenben wiberftehenben Äraft J)a einen ebenfall« fehr 
Keinen 3uwatf>« erteilt. 9laa)bem bie Äolbcn bie «einen SBege s 0 , e zu* 
rürf gelegt haben, wenben wir ben ßc^rfaj^ bc« StrbeiWeffect« an, wobei zu 
bemerfen, ba§ bie Sirbetten ber zugelegten Äräfte (ba biefe in Olücfftcht ber 
urfprünglichen Gräfte fo «ein fein fönnen al« man nur will) »ernachtäijigt 
werben bürfen, unb ba& bie lebenbige Potenz gu Anfang unb $u (Snbe null 
ift. 2>ie Arbeit auf ben Äolben A 0 B 0 ifir Jf 0 aos 0 ; bie Don beut Kolben AB 
aufgenommene Arbeit — JJas ifl = — |f a^o , »eil wegen ber ^ncompreffibifität 
bie JRauminbalte AB CD, A 0 B 0 C 0 D 0 , oon benen ber eine burej) as, ber anbere 
burch aos 0 au«gebrücft wirb, einanber gleich jlnb, £ic von ber (Schwere 
ftammenbe Arbeit ifr ba« ^robuet an« bem ©ewichtc ber glüjftgfett welche 
einen jener ^Rauminhalte erfüllt, unb bem fttt oeau- Unterfdjieb gmiföen 
A 0 B 0 unb AB , b. i. bem oerticalen 9lbjfanbe um weisen AB tiefer liegt 
al« A 0 B 0 (125). 3fi h biefer Unterfdneb unb n ba« ©ewteht eine« Gubif* 
meter« glüffigfett, fo ift bie genannte Arbeit /7aoS 0 h. £>ie Arbeit ber übrigen 
äußern Gräfte enbltch , b. h- ber burch bie unbeweglichen SBänbe auegeübte 
25rucf ijt null. 211$ ©leichung be« 9lrbeit«effect« hat man bafcer 

p 0 ao8 0 -f- Il^soh — jpaos 0 = 0, »orauö folgt 9 = y o + /7h - 

415. Sefct man in biefe gormel y 0 = 0, b. h- wirb bie .^5^c h oon 
einer ebene au« gemeffen in welker bie $refiiing null ift, fo erhalt man 

J=J7h, ober k—jj* 

9lu« btefem ©runbe tyftt ber Dnottent an« einem auf bie glasen* 
einheit bezogenen $>rucfe Jl, btotbirt burrf; ba« ©ewicht IJ ber JÖolum-- 
einhett ber glüfftgfctt, bie ben 5>rucf y angebenbe £öh* biefer 
glüffigfeit, ober furg bie SDrucfhöhe. 

416. SBenn mehrere »ergebene glüjfigfeiten, wejd;e fleh nicht mengen, 
in einem unb benifelben ©efän in 9iu(>e ftnb, fo änbert biefj nicht« an ber 
©ewei«führung in -Hr. 412; jebe ununterbrochene horizontale <£lementarfdn(ht 
ift alfo homogen (b. i. burchan« oon gleicher SDichtigfeit) ; woraus folgt, 
ba& bie $rennung«fiäche zweier benachbarten glüffigfeiten eine #orizontalebenc 
ifi. #ier jinb aber zwei gaHe zu unterfcheiben. 3ft oon zwei benachbarten 
glüffigfeiten bie untere bitter al« bie obere, fo ift ba« unter ber SBirfung 
ber 6<h»ere ftattfinbenbe ©letchgewicht fiabil, b. h« bon ber 5lrt, ba§ e« 
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ffd), wenn es au* einer aufatttgen Urfactye gefldrt »erben fottte, na$ bem 
SBegfau* biefer Urfa#e »on felbft wieber fcerftellt. 3ji hingegen bie fctyer* 
liegenbe gtöffigfeft bie bittere, fo reicht bie geringftc (Störung in ber $oxi* 
$ontalität ber 2rennungSfIä#e bin, um ein #erabflnfen ber bi<$tern glüffia/ 
feit in bie tiefere Sage gu »erantaffen. 

<g$ fei nämli<$ ABC (gig. 58) bie aus tyrer natürlichen Sage gebraute 
XrennungSflätye, längs welker wir uns eine fefre ßwiföenwanb o$ne $i<fe 
unb <5#were benfen; unb rohe nehmen an, in B feien bie beiben (Seiten 
biefer ©c&eibewanb glei<$ftarf gebrüeft, was in ber ganzen SCuSbebnung 
ber gla#e jlattfinben mü&te wenn @lei#gewi#t befielen foßte. 3fi Jß bie 
^rejfung in B, fo wirb bie in A auf bie obere glä#e ber <5#etbewanb 
wirfenbe ^reffung bur# f -f 77h auSgebrütft, wobei 77 bas ©ewidjt für 
ben fcubifmeter ber obem glüffigfeit be$ei#net, unb h ben 9tioeau4tnterf$teb 
gwiföen B unb A (413). $te $reffung in A auf bie untere glä$e ber 
<5<$eibewanb ift f+ITh, wenn TT bas ©erntet für ben (Subifmeter ber 
untern glüffigfeit angibt. 3ft ba^er 77' größer als 77, fo jtnb bie glüffig* 
fcitstbeil<$en in A oon unten ftärfer gebrüeft als »on oben , unb jie fheben 
befftalb in baS (Rioeau oon B aufzeigen fobalb bie @#eibewanb wegge* 
nommen wirb; $uglei# fu#en bie fc&eit#en oon herein SRioeau (wie C) 
ft# in jenes von B ju fenfen. Das ©egentyeü* tritt ein wenn 77 grö§er 
als 77' ijl; ua# (Entfernung ber 3wiföenwanb wirb bei A bie obere glüffig* 
feit jinfen, bei C bie untere glüffigfeit fteigen. 

@# ijl ffar, ba§ bie £ier na<$gewiefene ßigenföaft au<$ für eine unb 
btefelbe fairere glüffigfeit irgenbwel^er %xt gilt, wenn bie 3)i#rigfeit ber- 
fetben oon einer ©$i$t $ur anbern entweber fttyrittweife ober ßertg 
oeränbert 

417. 3n einer glüffigfeit, weltfce au« @#t#ten »on »ergebenen $>i(fc 
tigfeiten befielt, finbe am $uncte bie ^reffung | 0 , am fßunete A bie 
$re|fung y ftatt» 5tanu man oon einem biefer Erntete $um anbern auf 
einem SBege gelangen, weiter bie glüffigfeit ni$t »erläjjt unb verriebene 
@<$i#ten bur<#f#neibei, beren »erticale #ö£en h', h", h'", ... unb bereu 
@ewi#te auf ben Äubifmeter TT 1 , 77", 77"', ... ffnb, fo gilt bie ©lei^ung 

9 = + 77V + 77"h" + 77"'h"' + . . ., 

wobei bie $ityen h', h", h'", . . . pofUto ju nehmen {inb wenn jener SBeg 
im ©inne »on oben na^ unten bur^ bie betreffenben ©^i^ten ge^t, im 
anbern gaUe negarb. 

2)ie^ ijl eine offenbare golge aus fJlx. 413. 
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9lr. 418. 419. 



§. 2. Apparate weld)e auf beti $aupU\Qtnfd)tfUn Ux ilüftgketttn 

bernljen. 

418. #ubraultfd)e ^teffe. — $>iefe SRaföine, weldje man in ben 
2e{>rbü<$ern ber *p^pftf betrieben flnbet, grünbet ft# auf eine Uebertragung 
beö 2>rucr$ unb ber Arbeit (327, 414) burd) 93ermittelung einer glüfftgfctt, 

3 U bemerfen ift Riebet, bafj, obwo&t burdj einen Keinen 2)ru<f ein fe&r 
beträchtlicher erjeugt n>trb, benno# (ber {Reibung wegen) bie ^Bewegung«* 
arbeit jletö größer ift als bie ftujjarbeit. 

■ 

419. SBatometer. — Die atmofp{>ärif#e ^reffung n>irb bur# bas 
Barometer gemeffen. 3ft h bie Sarometertyötyc, IJ n ba$ ©ewi#t eine« 
ßubifmetera Ouecffllber*) »on ber eben ftattfinbenben Temperatur, f. ber 
£)ru<f ber 9ltmofpbä:e auf ben Duabratmeter, fo £at mau Iß* = hlJ n ; benn 
bie ^reffung am innern Duetffilberfpiegel ifi null, wegen be$ leeren töanmä 
im obern Xfytil ber SBarometerrotyre. 2)iefj wäre übrigens nid)t metyr ber 
gafl, wenn ftatt beö CiucdfftlberS eine glüffigfeit angewenbet würbe weltfyc 
bei ber gerabe »orljanbenen Temperatur merfli<$e SDampfe entwicfclt. 

S3ei ber Temperatur 0° ift //« = 13598"« . SDer Goeffictent für bie 
eubiföe ?lu8be$nung bes DuecffUberS ift 29ejei$net # bie Tempe* 

ratur beä DuetffilberS naty (>unbertt(>eiliger Scala, fo fdjliefct man 

„. = 135 98 • = 13598 (l - 533^) 



1 + 



5550 
uub fjicrau« 

f . = 13598* (l - 3350^) b. [115] 

2Me ©röfce (i — 5550 ^ h * *> ie ftM f bie Temperatur 0° 

rebucirte »arometer&ß&e. 5lm 2Reere«fpiegel beträgt tyr mittlerer 
2Bert$ 0 m ,76, ber SBerty »on alfo 13598.0,76 ober 10334«*} wir 
be^eic|>neii teueren burdj p,, wobur<$ bie vorige formet übergebt in 



*• ~~ 0 5550 + *) 0,76 



•) 3JUr!nr; ba&« Hi Qttytn TI%. 
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* 

2>ie aufcere unb bie innere äBanbfräcfce ber 23arometerrö$re erietben 
oerfdjiebene $reffnngen. 2Bürbe man batyer in bie SBanb ein feine« 8o# 
bohren, fo müfcte ßuft bnrd; baöfelbc in bie Otöfcre bringen nnb Dueriffilber 
in ba« ©efäfc (bie (kuoette) be« ©arometer« fcerabjtnfen. 

420. 3ji eine etafriföe gtüffigfeit in einem oerfötoffenen ffiaume ent* 
fairen, fo tann man bie oon if>r geübte ^rcffung mittel« eine« 23arometer« 
meffen, befreit ©efäfc mit jenem SWaume in Gommunication jie^t. Sßenn bie 
ju meffenbe SJJreffung nur gering tfr, fann ber gefctylojfene ©djenfct be« 23a* 
rometer« fur$ fein. $)tc anjumenbenbe gormet ifl bie näntfitye mie oben. 

421. Sttanotnetcr in fteiet Suft. — gragt man , nm »ieoiet bte 
^ßrejfung einer eingefa)(offenen giüffigfeit üon ber atmofptyärifcfyen jßrefiung Oer* 
febieben ijt, fo täfjt btefer Uuterfdjieb mit #ülfe ber in gig. 59 abgebitbeten 
fRtyxc ober bnrety tyntitye Söorrtctytnngen meffen, 3eue JRityre fü&rt ben 
ungeeigneten tarnen Sftanometer*) in freier 2uft. 2)er 9lioeau^ 
Unterfcfn'eb h', muftiotteirt mit bem ©eioicfyte eine« ßubifmeter« ber im 
ÜRanometer beilüden ftluffigfeit, gibt ben gefugten Untcrfc^ieb ber ^rejfnng, 
welken man, je na<b ben Umftanben, gur armofptyärifcfyen Sßreffung abbiren 
ober oon biefer fitorrafureu mup, um bie $rej[ung ber eingefcfyloffenen glüffig* 
feit gu erbaUen. 

SBeifj man im 23orau«, ba§ ber $u ermittefabe Unterfcfyieb {ebenfalls gro§ 
ift, fo wirb af« ÜRanomcter*3lüiTigfett CUtetfjUber genommen. 

422. 3 MWe ^ cn bebient man ft$ einer me^rmal« gebogenen iRtyu (gig. 60), 
Ivette in ben untern Steifen DuecffUber, im übrigen ftaume SBaffer enthält 
@inb bie töaume AB, CB', CB", C"B'" mit SBaffer, bie ffläume BC, B'C, 
B"C", B'"C" mit DuecffU6er erfüllt, fo ift ber Untertrieb ber qSrejfung 
in A unb in C" gleidj ber Efferen j gweier ^robuete oon je gtoei gactoren; 
bie gactoren be« erflen ^robuet« (be« SRmuenben) jtnb ba« ©emi^t bc« 
tfubtfateter« Duecffilber unb bie Summe ber 9ih>eau4tnterfibicbe oon B bi« C, 
oon B' bi« C, oon B" bi« C" unb oon B'" biö'C'"; ba« gtoeite *probuct 
wirb gebiibet bur$ ba« @en>i<$t eine« Äubifmeter« SBaffer unb bie (Summe 
ber üNioeauainterfduebe gwifeben A unb B, C unb B', C unb B", C" unb B" 1 . 

423. $ie$omettifdje Stuten. — 3>er SDriuf be« Saffer« in einer 
Leitung fann mittet« eine« engen töofjre« befrimmt »erben, meiere« fi<$ oon ber 
Leitung abzweigt unb mit feinem <£nbe oertical emporfre&t (gig. 61). 5(n biefem 



ftccvog , t> fl n Ii i pciyt figentltd) nur 
auf ein atgcfftrstcS Sarontetct, weldje» jur OTciTung ber gufttetbönnunft 
bient, wie im JRecipieuten ber Suftpumve. Den obigen Separat fodte man $i er- 
nteter nennen, (»gl. b. 9We ju Wr. 423.) 
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Gnbe fötic&t ficb eine ®(a«rohre an, fo h<><b al« bie möglichen 9(cnberungen 
im Spiegel ber SBafferfäule e« erforbern. 9luf ber Sßanb ber ©laSröbre 
ifi ein ßcic^cn angcmerft, beffen £öbe über ber Leitung au« einem 9iit>efle* 
ment befannt fein mufc. 2>'91ubutffon, »elcber Apparate folcber %xt in 
fcouloufe einrichten lieg, &at fie ^tegometer *) benannt. 

424. Um einen fletnen iJJreffungöunterfcbteb an s»et benachbarten ^untren 
jweier SeitungSröbren $u mejfen, benen eine 23ert()eilung be8 SBafferö obliegt, 
bat ©eniepö (auf ben föatb be$ SerfafferS) ftcb eines Apparats bebient 
ben man £)tfferentialpie$ometcr nennen fonntc. &m\ bicgfame ©lei* 
robre (gig, 62) fcblie&en ftch bei A, E an bie SeitungSröbren an ; ibre dnben 
(tnb burd; eine umgebogene ©laSröbve BCD oerbunben, unb in biefer befinbet 
fid) bei C eine enge 91u$mfmbung, »eiche mau nach Setieben öffnen ober luftbtebt 
oerfcbliefcen fann. £>ie #äbnc A , E jiub anfangs gesoffen unb bie 93tei-- 
rot)re mit ßuft erfüat. Ttan fd;(iefjt bie 2lu$münbung C unb öffnet bic 
£ä(>ne A, E j bie ßuft wirb bureb baö 2Baffer gegen ben $unct C gebrängt, 
wobei man baruber ju »acben hat ba§ fie ftch nicht in ben ©iegungen ber 
söleirobre fefrfcfcej unb wenn baö SBaffer nicht in ben oerriealen ©cbenfetn 
ber ©laöröfjre ftd;tbar »erben »in, gewahrt man ber ßuft einen fleinen 
2ln$»eg bureb ßupfung be3 StöpfelS in ber 2Künbung C, »eiche man aber 
fogleicb »ieber feft oerfcblie&t fobalb bie (Spiegel ber beiben SSafferfäulen fieb 
über bie <pnncte b, d exf)tbm. 21u$ bem Untcrfcbieb im (Stanbe biefer 
(Spiegel unb auö bem 9iioeau*UnterfdHeb ber $uncte A, E ergibt fieb bie 
#öhe »eiche ben gcfud;ten «preffungöunterfcbieb anjeigt; beim ber Untcrfcbieb 
ber ^rejfungen, »eiche bie in BCD eingeffbloffene unb comprimirte ßuft auf 
bie SBafferfptegel B, D übt, fann »erna<blä&igt »erben. — 2>ie Angaben 
biefe« SnffrumentS tfnb, »ie man fteht, unabhängig oon ben (manchmal fei)r 
großen) $reffungen felbft, um beren fcifferenj ftcb'S fymUU. 

425. ©tt^erbeitötdjtcn. — SDte gig. 63 geigt eine «tnorbnung üon 
glafeben unb Köhren, »eiche unter bem tarnen be$ SBoolf'fcben 21ppa* 
rat« befannt ifi unb in ebemifeben Moratorien häufig benüfct »irb. £>a« 
©efäg A enthält ©ubfianjen aus benen fleh nach «Mb nach «ne gro&e Spenge 
©aö entbinbet, »elcbeö, um in bie 2ttmofpb«re ober in bie ©laSglocfe E ju 
gelangen, feinen 2Beg burch bie Döhren FG, IK, LM unb bureb bie in 
ben ©efäfcen B, C, D enthaltenen glüffigfettcu nehmen mu§. 5ln bie 
6ommunication«röbre FG ijl in N eine mit einer fugeiförmigen Erweiterung 



•) SDicfer 9iame (nad) bem ariedjifcfjen ni^etv , y reffen) erfcfjcint in ber von 
b'SIulmiffbn (Trait6 d'Hydiauliqae, p. 249) tym $uöef/d)rieknen Sebeuhma, fe^r te- 
jeichnenb; wir nehmen i^n an, ebajeid) ph*?ftFalif<^c 2eb|rt'üd)er ihn für einen Separat 
«ebrouchen welker jur SRefifung ber ©ompreffion einet glfiiflflfeit bient. 
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»erfe&ene @t#er$eit«rö&re NPQR angcfefct, unb in btefe »urbe eine gluffiö* 
feit gegoffen, t M« in ben beiben ©Teufeln QP, QR gleite ^reffung 
fcerrföt, ungefähr bi« jur SRitte ber tfugel ergebt 3n bie mittleren 
#dlfe (lubulirungen) ber glaföen finb gerabe JRtyren SS', TT' eingepafjt, 
roeldje an beiben (£nben offen jinb unb etwa um 5 ober 6 SRiflimetet in 
bie ftlüfftgfeiten ber @efd§e einräumen. 

%n biefcm Apparate bietet jt# nun ßweterfei jur Untcrfu^ung bar. 
1) tfennt man bie Siefen h, h', h", um roelcfye bie unteren SKünbungen 
G, K, M ber ßommunicationörö'fyren unter ber Dberfldcfye ber ^(üffigfeit 
liegen in bie fie eingetaua^t ftnb, fo fann man bie (ßreffung berechnen, »eldje 
ba$ ©ad in jebem @efa§c ausübt, fobalb ber Apparat in regelmäßigem 
©auge ift. 3)a$ im ©efd&e A erzeugte @a$ erfüllt bann bie 9co£rc FG, 
brängt auö bem eingetauchten (Stürfe bie gföffigfett jurfuf , unb oertd&t in 
SBIafen bie 2Rünbung G; gu gleicher %tit erfüllt ba« ©aö ber %ia\d)t B bie 
Oiöfyre IK, tydlt barauä bie in ber gfafdje C befinblid;e ^lüffigfeit entfernt unb 
entweiht in 33Iafen bei K, wa^renb baö ©aö ber ftlafcfye C bie glüffigfeit 
auö ber töofyre LM vertreibt unb entweber in bie $tmofp£dre ober in ben 
eeiptenten E ab$ief;t. <£$ folgt btcrauö , ba§ (ba baö ©erriet be$ ©afeä, 
alö fet>r gering gegen baß ©erntet ber glüfftgfeit, ju ocrna#ldftfgen ifl) bie 
^preffung be$ ©afe$ im ©efajje C ber ^reffung gleitfyfommt, roelc&e in ber glüffig* 
feit be$ ©efä§cö D im 9ft»eau »on M jrattftnbet; ba§ ferner bie ^rejfung be$ 
©afcS im ©efdfce B gleicfy ber ^rejfung ber gtüffigfeit am $uncte K tfl; 
unb bajj enblid; bie ©aSpreffung im ©efd&e A mit ber giüffigfeitsprejfung am 
*puncte G übereinfrimmt. 9iimmt man atfo an, »ou jeber ber glüfftgfeiten 
in ben brei ©efd&en B, C, D £abe ber Jtubifmeter ba$ ndmttdje ©eancfyt 77, 
unb wirb bnreb y, bie atmofpfydrif$e ^reffung bejetcfynet, roefc$e unmittelbar 
auf bie glüffigfeit im ©efdfje D roirft, — bur<$ y bie *Pre|Tung beä @afc$ 
im ©efdjje C, — burd) y unb Jl" bie analogen ©röfjen für bie ©e* 
fäfce B unb A: fo £at man, in Uebereinjrimmung mit ber gormel [114] 
ber 9ir. 413: 

y = y. + /7h, y = y + /7h', y = f + Tih", 

n>orau$ folgt 
unb 

y = y. + 7i (h" + h' .+ b). 

5Bei biefer Sage ber JDinge ergebt ftcfy, wie man teicfyt fiefct, bie Biüjftg* 
feit beö ©efdfecS C, beffen ©aö bie ifreffung y übt, in ber dltyxt TT' ju 
einer ^)ö^e = h über ben umgebenben 6piegetj in ber föityre SS' fleigt 
bie gtüffigfeit um bie ©rö§e h'-f h, welche (415) ben Ueberf<^u§ ber 
$rejfung yüber bie atmofp^drif^e ^reffung angibt j enMi^> ift ber üRioeau* 
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unterfchieb ber glüffigfeit in ben betten <5#enfeln ber mf)U PQR gleich 
h" + h 1 + h. 

2) Um fleh Oiechenfchaft $u geben , welche Verrichtungen ber «eiferen 
PQR, SS', TT' ihnen ben tarnen <3icherhett«röbren erworben $aben, 
neunte man an, e« habe im <Sntbinbung«gefaße A bie <preffung be« ©afe« au« 
irgenb einer Urfad)e (etwa wegen Slbfühlung) fta) oerminbert nnb fei ge* 
ringer geworben al« bie atmofphänfche *preffung, wctyrenb bie *JJreffung }p' in 
ber glafche B bie alte geblieben ift JSare nun bie tööijre PQR nicht oor-- 
hanberi, fo fönnte bie glüfftgfeit ber glafche B burd) ben $>ru<f $) in bei 
SRötyre GF aufwart« gerrieben werben unb in ba« ©efäß A abfließen; e« 
fdnbe bann, wie man fagt, föefortotion ober föücffaugung ftatt. SMeß wirb 
aber burd; bie fööfyre PQR oerhinbert. £>ie Abnahme ber iprcffung in A 
macht, baß bie glftfftgfeit in bem @d;enfel RQ ftnft unb |Ich enblid) ganj 
au« i^m jurfufjieht; im anbcrn (Sdjenfef QP fann fie fleh ^aftcn; unb bie 
£ö"h e h '" 64), welche fte bort einnimmt, h& n flt Mi ^tm Hohlräume 
ber Äuget ab, ber etwa« großer fein muß al« ba« 93olum ber in bie 9Wfere 
gegoffenen glüffigfeit. ginbet in biefer 2age Gleichgewicht ftatt, fo be* 
friebigt bie 'JJreffung im Gefäße A, bie wir burch Ißi bezeichnen, bie 
Gleichung |)i = JJ, — J7h'"; fie ift alfo geringer als bie ^reffung in ber 
glafthe B; benn au« ben oor&ergegangenen Delationen fließt man 

|' - = 71 (h"' + h' + h). 

hieraus folgt, baß in biefem 2lugenblicfe bie glüffigfctt ber glafche B in 
bem 6<henfel GN bie #öhe h'" -\-h' -\-h erreicht j unb biefe (Erhebung fann nie 
merflich Übertritten werben; benn wenn bie Sßreffung in A noch weiter ab- 
nimmt, fo fteigt bie atmofyhärifche 2uft im <&d)t\\Ul QP in bie £öhe, bringt 
burch bie Äuget, unb getaugt in ba« Gefäß A, wo fie bie $rejfttn<j Jpi' wieber* 
herfteüt. 

£)ie fRtyxe SS' fpielt eine ähnliche föoUe für ben galt, baß bie $reffung 
tut Gefciß B fich verringert hat. ©obalb biefe $reffung etwa« fleiner al« bie 
atmofr>härifche geworben ift, tritt bte-Suft bei S ein, währenb bie glüfftgfeit 
ber glafche C burch bie SWünbung K in bie föohre KI bi« ju einer £öbe 
einbringt, welche, Dom glüffigfeit«fpiegel im Gefäße au« gemeffen, nur fehr 
wenig großer ift al« bie ©teighöhe h ber gluffigfeit tu ber $Ro"h rc TT '* ® lt 
föücffaugung ift alfo aud) ht« oerhüret. 

* 

§. 3. Helarien 3Wifo)en IMum, <töemid)t ; Temperatur unb ffalfiing 

eine* (Etofeo. 

426. 23etraa)tet man oon einer beliebigen ÜJfenge glüfjigfeit nur einen 
2h«l, bejfen öolum V unb beffen Gewicht P ift, fo gibt für biefen £(ei( 
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ber Duotient ^ bas mittlere @e»icht auf bie dinheit bes 93o* 

lumS-an. Sei einer elafliföen glüffigfeit änbert jlch biefer Duotient, wenn 

man t»on einem Zfytilt berfelben $u einem anbern überaßt, «Behält man 

aber einen beftimmten $unct M innerhalb bes »on btefer gffiffigfeit einge* 

nommenen (Raumes im 9luge, unb läjjt man ein um ben ißunet herumliegenbeS 

p 

Jöolum immer Heiner unb fleiner »erben, fo ffrebt ber Duotient ^ unanfc 

börlich einer ©renje ju, »eiche j»ar nicht abfolut conftant für bie ganje 
SluSbehnung ber glüjfigfcit ifr, mfyi aber für ben «punet M einen beftimmten 
SBerth tyar. 3)tcfer @renä»ertf) ^ei§t baS auf bie 33o lnm--(£inhei t 
bejogene ©e»tcht am $uncte M. Da »ir als @un)eit beS 93olumS 
ben tfnbifmeter angenommen haben, fo fagen mir furj, jener SBcrt^ fei am 
$uncte M baS @e»i<ht auf ben Äubifmcter. SDiefe ©rö&e, »eiche burch J7 
bezeichnet fein foll, ijt übrigen« auch für oerfdjiebene ^unete einer ruhenben 
elafüfchen Blüffigfeit fehr uat>e conjtant, »enn bie glüjfigfeit in einem 
©efa&e oon inäjjigen SDimeufionen enthalten ifr. 

427. %nx ein unb basfelbe @as befielt jwifd^en bem auf bie Solum* 
(Sinheit beregneten @e»icht 77 an irgenb einem Sßuncte, bem auf bie glächen- 
(Sinheit belogenen T)ruc?e V An biefem gurtete (411) unb ber Temperatur 
beS ©afeS eine fetyr merf»ürbige Delation; uub biefe ergibt ftd; aus $»ei 
9iaturgefe|$en , reelle in ben fief)rbüchern ber ^PhPftf nact)ge»iefen »erben. 

1) T)aS SRariotte'fchc ©cfefcfagt: SSenn bie auf ein befiimmteS 
©as »irfenbe ^reffung fich änbert, »ahrenb bie Temperatur 
bie nämliche bleibt, fo dnbert fich baS ju einem conftanten 
©ewid)t geborige 23 o tum inumgefehrtemÜBerhaltnifjmit ber 
«Preffungj woraus folgt, bafc baS auf bie 93olum-(Sinheit berech- 
nete @e»icf)t mit ber $reffung im geraben Söerhältnif* fleht. 

stimmt man nämlich &»et Portionen eines unb beSfelben ©afeS, rocld^c 
einerlei @e»tct>t tjaben, unb flnb bie SBolnmc V, V 4 biefer ©aSmengen fo 
f (ein , bafj innerhalb berfelbcn bie ^reffungen f, # t , fo»ie bie auf bie 
93otum-(5int)cit berechneten @e»ichte 77, 77 l als gleichförmig betrachtet »erben 
fönneu, fo h«t man, bei einerlei Temperatur: 

^ = J ober XV -VM ; 

unb »enn man für V unb V t ihre SBerthe aus 

p p 
77=-, 77 1 = - 

fubflituirt , fo ergibt fleh 
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2) SBenn bie Temperatur eine* ©afe« fi# änbert, n>a£renb 
bie «ßreffung conftant bleibt, fo ftnb für gleite ßunaljmen 
ber Temperatur au# bie entfpre^enben 3unafcmen gtetcb, 
»et(^e ein $u einem confianten @ewi#t gehörige« S3otum 
erfahrt. 

SDie§ ifl baö ©ai^-ßuffac'föe ©efefr. 

2)emna# iji ba$ oeränbertt^e Öolum eine Function erfren ©rabeä oon 
ber Temperatur unb wenn c eine (Eonftantc bejeidmet, fann man antreiben 

V = c(i + «0); V' = c(l+«^), alfo X = i±^ 

©efct man für V unb V bie SBert&e ^ unb fo folgt 

TV 1 -f- g& 
n ~ 1 + a& ' 

2)er 2fa$betynung$coefficient « bangt oon bem 9?uUpunct unb ber (Sin* 
tbeifang ber Tfyertnometerfcafa ab. UebrigenS iji er fct)r natye ber nämlicfye 
für ade etafrifdjen gfüjfigfeiten. gür bie gebraud)Iia)e ^unbertt^etltge Scala 
fann man, na# föegnault'S 23erfitd>eii, bei ben geroitynlictyen Slmoenbuugen 

« = 0,00367 

fefcen. 

JBerbinbung ber beiben obigen ©efefce. — <£$ fei TJ ba« 
©eroidjt auf bie 33o(um*(Sin^eit, V ber T)ru(f auf bie 8läd;en--@inj>eir / & bie 
Temperatur eine« ©afeöj JT, p', V feien bie SBertfre welche biefe brei 
©rögen in einer anbern Portion ober für einen anbern 3uflanb be« nam* 
!i$en ©afe« annehmen, gerner benfen wir unö einen ßioifdjenjujtanb , in 
roeldjem bae auf bie JBofom* ©n^eit bejogene ©enud;t n t ber erfteu Tem- 
peratur & unb ber feiten ^reffung entfpria)t. 

SBegen ber gemeinfamen Temperatur gibt ba« SWariotte'fctye ©efefc 

unb wegen ber gemeinfamen ^reffung folgt an$ bem ©ao-guffae'f^en ©efc|j 

Hl — 1 -I- 

TT' 1-f 
SDurcty ÜWultiptication er^lt man 

n p 1 -j- atf' 



IT " r 1 + 



[116] 
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P P' 

(Srfefct man J7 unb TP burd? — unb ^, fo flnbet man ba« ©erftflt* 

ni§ jtDtföen bcn ©otumen V, V $n>eier Portionen eine« unb be«felben 
©afe« al« Function tyrer ©etoi^te P, P', tyrer «preffungen unb tyrer Tera* 
peraturen; nämli# s 

V _ P V 1 -f- a& 
428. 55a fidj bie ©fei^ung [116] in bie %oxm 

n (i + «fr) _ n, (i + «0p , | 

bringen läfct, fo folgt, ba§ bie ©rö&e j£ — - conftant ift, fo lange 

fld) 1 « um @a« oon ber nämli^en Statur banbelt. T>ie§ lä&t flc^ bur<$ bie 
formet 

au«brü<fenj toobei aber gu beatyten ift, baj* bie ©röfce k, welche unoer* 
änberlicb bleibt wenn <ßreffung unb Temperatur eine« unb be«felben ©afe« 
we^felt, fta) anbert beim Uebergange oon einer ©a«art $u einer anbern. 

#ur 33efiimmung biefer <£onftanten rei#t für jebe ©a«art ein einziger 
93erfu# au«. ÜÄan bat $. 23. gefunben, bafj ein ßubifmeter atmofpbäriföer 
8uft bei ber Temperatur 0° unb bei einem mittlem £>rucfe »on 10334 1 "* auf 
ben Duabratmeter (weiter ber Söarometerböbe oon 0 m ,76 entfpricbO ein 
@en>i($t oon l^OO bat. T>arau« folgt, ba&, »enn p. jene jprejfung be* 
jcic^net, für atmofpbärifa)e JBuft oon beliebiger Temperatur unb bei beliebiger 
^reffung bie Formel gilt 



n= 1,300 ^ . . * . 



[119] 



429. SBenbet man bie gormel [US] auf jwet »erfdnebene ©a«arten 
an, inbem man ber ©rö&e k für jebe« @a« tyren zugehörigen befonbern, 
aber unoerdnberlidjen SBertb gibt, fo gelangt man $u ber »tätigen (Jtgen* 
f$aft, bafj für gwei beftimmte ©a«arten bei gleiten (übrigen« 
beliebigen) Temperaturen unb $reffungen bie ©etoicbte ber 
Öolum-dtubeiten in conftantem S3erl)dltniS fielen; eine (Sigen- 
föaft, toela> bie ©enauigfeit be« 2Rariotte'föen ©efefce« unb bie Unoer* 
änberlid&fett be« 9tu«bebnung«coefftcienten « oorau«fe|jt. 

480. 3n ben 2ebrbü#em ber tylftflt unb <£&emie finbet man Tafeln 
über bie ©e»icbt«oerf>ältniffe oerföiebener ©afe $ur atmofpbäriföen ßuft, 
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bei gleichem öofum , gfeidjer <ßreffung unb gfcidjcr Temperatur. T)iefe 3a$fen 
führen ben Flamen tat» cilarifc^e £)icbtigf eiten, »etetyer baran erinnern 
foU ba§ bie Tafeln (Tabellen) einerlei ^rcjfung unb einerlei Temperatur oor* 
au$fefcen> jte geben atfo utc^t bie eigentlichen £i#tigfeiten (101) an, fonbern 
bie Setfcältntffe ber ©aSbtctytigfeiten $ur THctytigfeit ber 
atmofph<trifa)en ßuft. 

So ifl 3. 33. 

bie rabellarifdje £>ta)tigfeit beö reinen SBafferfroffgafeS . • • 0,0691 
„ „ „ bcö SumpfgafeS (wenig »ergeben oon 

ber be$ fieuchtgafcS) . . . . . 0,555 

„ „ „ be$ SBaiferbampfö (ungefähr %) . 0,6235 

„ „ „ be$ Sacobotbampfcö 1,6138 

„ „ „ bcö ®ch»efelätberbampfe$ . . . 2,5860 

„ „ „ be3 Duecffüberbampfea . . ♦ . 6,976. 

©ejeichnet & bie rabeHarifdje T)ichtigfeit irgenb eine« ©afeö, fo hat 
man in 23e$iehung auf biefeö ©ad jtatt ber gormel [119J bie fotgenbe; 

/I = 1 ' 300 J-TT^'- [120] 

SDa« 93erhaftni§ — het&t bie in Sltmofphären auSgebrücfte ^reifung. 

SBirb bie ^reffung burch bie Guecfftlberhöhe h im Barometer beftimmt, 
V h 

431. Berniter unb fp^pflfct brüefen ^uwetten bie T>id)tigfeit cineö 
©afe* bei beftimmter Temperatur unb ^reffung babura) an«, bafc jte biefelbe 
mit ber T>i<htigfeit ber atmofphärifchen ßuft bei 0° Temperatur unb ber ent* 
fpred&enben ^reffung »on 0 n ,76 Dergleichen. SDiefcr 5lu$brucf liefert nichts 
weiter at$ ein 33crhä(tni§j unb n>enn man ilm burd; D bejcid;nct, fo ijt 
feine 33e$iehung pr tabeHarifa^cn Etchtigfeit 8 burd; bie ©ieicfcung 

V 1 

D = - 



f. 1 + «0 
auögcfprocben. 

432. T)ie gormet [120] beucht ftd) nicht bloö auf permanente ©afe 
(fo genannt, weit fte nur burch au&crorbcutlich großen Erlief unb weit- 
getriebene drfattung in tropfbar flüggen 3"Nrt> übergeführt »erben Kirnen), 
fonbern aua) auf SDämpfe. So tft $. *B. bie tabeUarifa)e SDichtigfett bcS 
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SBafferbampf« ungefähr &• *> aö ©erofc&t einet 93olum--(£in&eit SBaffer* 
bampf beträgt 5 / d i>om ©ernste be« fliegen 93olum« atmofp^arif^cr guft 
»on ber nämti#en ^reftung uni>. Temperatur. 

Der einjige Jöorbe^aU bei biefer gormel [120] ift, bajj für eine elafiiföe 
glüfftgfeit üon gegebener 9latur unb für eine bejrimmte Temperatur # ber 
SDrucf y einen geauffen SBertt) nidjt überleiten fann, o&ne einen Ueber- 
gang in ben tropfbarflüffigen 3ujiaub l>erbei$ufü&ren. Diefem Berthe be« 
2)rucf* entfpriebt bie größte £)i#tigfeit roeldje jene elajrifcbe glüfftgfeit bei 
ber beflimmten Temperatur # annehmen fann. 2Ran fagt bann, bie elajiifdje 
glüffigfeit beflnbe jl# für biefe Temperatur im ßuflanbe ber Sättigung. 

Bür SB aff er bampf (ofcne ÜBetmiföung eine« anbern ponberabelu 
(Stoffe«) jeigt bie ^ierueben beigefügte Tafel bie SBertfce ber größten ^reffung 
unb größten T)ict;tigfcit bei »erfcfcitebcnen Temperaturen*). T)ie beiben erfien 
©palten ftnb (Srgebmffe birecter SBcrfuc^e ; bie übrigen würben buref) fRety 
nung erhalten, bie fünfte namentlidj burdj bie gormel [120].. 

433. Slrago unb T>ulong, benen man bie #auptoerfucr;e über bie 
Sejie^ungen gn>if$en ber ^reffung bcö ©afferbampfe« unb feiner Temperatur 
»erbanft, (>aben naef; ben föefultaten biefer öerfudje eine ^ntetpolation«-- 
formel confiruirt , welche auf bie folgenbe gurücffommt : 



wobei # bie Temperatur in dentejlmalgraben unb ~ bie Sßreffuug in %U 
mofpbären bebeutet. 

©ubfiituirt man ben als gunetiou »on | auSgebrütften 2Bert{> üon 
welker fi$ au« ber erlern gormel ergibt, in ber ©lei<bung [120J, fo erhalt 
man eine algebraifcfc>e Delation jnufdjen bem @e»i#t JZ beS tfubifmeterS 
unb ber fßretfitng. öetra^tet man aber mit einiger Hufmerffamfeit bie 
3a^ten ber fünften ©palte, oon berjenigen an, »elrt)e ber $rejfung üon 
entfprkfct, fo fle^t man, ba& für ^teffungen |, bie in arttymetiföer $ro-- 
grejfton fielen, bie ©en>icf>te n eine« ßubifmeters gefättigten SBajferbampfeS 
ebenfalls beinahe gleite Differenzen barbieten. SBenn man alfo ni^t ju 

•) Die 3o^en biefer Safel ftnb einer gröpern lafel entnommen, wetdje QHorin im 
brüten X^eile feiner angewa übten SXecfyantf (Le$ons de ÄMcantqae pratique) 
befannt geraad)t $at. 
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qteeffttttgm unb $id>ttgfeitctt fcc§ 2Baffett>aun>fcö 

im 3ufknbe bcr Sättigung bei üerföteknen Sempctatuten. 



1 


— c 1 




im «Sätti^unftSjuitaiibc. 


©ewidjt 


Sßolum 


C- 

<-* 
£-* 

£3 

H 


5 ä ! 
>e ~ r s S 
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in 
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in Äüogr. 
auf ben 
Guatiratmtttr. 


nach, ttt 
DuccffUbrrböht 
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«ine» 
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ein«« KHoftr. 
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0 
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H 
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10 


0,0034 


36 


0,0026 


0,0029 
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0 


0,0066 


69 


0,0050 


0,0054 


185,1850 




10 
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0,0095 
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20 


0,0228 
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0,0173 
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30 
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40 


0,0698 

* 
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50 
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60 
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* 


7,9365 




70 
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80 
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0,3521 
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90 
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1,0 
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0,7600 
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1,6912 
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1,1 
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0,836 


0.6455 


1,5494 
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1,2 
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1,3 


13429 


0,988 


0,7531 


1,3279 
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gro§e 23erdnberungcn ber ^rcffung im 3luge t)at, td&t ftd) mit giemlia>r 
2lnnd&erung bie gormel" anfcßen 

rcorau« für Da« S3oIum eines tfitogrammS SDampf 

i = 1 
/I a + bp 

folgt, unter Der 23orau$fefcung ndmtict), ba§ ber Olaum mit ber ganzen 
T)ampfmenge gefertigt ijt roetdje bie Temperatur be3 Kampfe« guldfjt. 
SRaoier (Annales des ponts et chausse*es, mara 1835) unb nact; ifym 
Tambour (Theorie de la machine ä vapeur) t)aben bicfe ©emerfung gur 
Slnroenbung gebraut. 

33on einer bi$ gu fünf 9ltmofpr)dren ifl bie febr einfa^e Delation 

17= 0,1 + 0,5 £ 

bis auf etwa ^ genau. 

»erlangt man eine größere Mnndljerung , fo |!nb bie SpreffungSänbe-- 
rungen gnnfctyen engeren ©renken gu nehmen unb bemgemdfc bie ßonflan* 
ten a, b gu bejiimmen, n>a$ feine ®cr)n>ierigfett t)at. 

434. (Sin gesoffener 9?aum wirb ft# mit T)ampf oon beftimmter 9lrt 
fattigen, »enn biefer T)ampf lange genug mit tropfbarer glüffigfeit »on ber 
nämlichen ftatur beifammenbieibt. 3fr jener 9?aum g. 23. oon SBajferbampf 
mit einem Ueberfdjuffc tropfbaren SBafferö erfüllt, fo brauet man nur bie 
geineinfcr)aftlia;e Temperatur be$ bampfförmigen unb be$ tropfbaren Söafjerd 
gu. fennen , um barauö mittete ber Tafel bie ißreffung beö Kampfe« unb 
fein ©enutbt auf ben tfubifmcter gu erfcbliefcen. Solange nun bei einem 
Steigen ber Temperatur tropfbare glüffigfeit überfdjüffig bleibt, nimmt fowo&l 
bie ^reffung alö bie T)i$tigfeit gu, wie man au« ber Tafel erfie&t, unb beibe 
bleiben unabhängig oom 23olum j ift aber bie glüffigfeit DöUig oerbampft , fo 
»erben oon biefem 2lugenbli<f an bie ^reffung | unb ba$ ©enndjt n be$ 
tfubifmeterä gunetionen oon ber Temperatur oom Öolnm V unb »om 
©erwe^te P beö SDampfed, unb biefe gunetionen ftnb burd) bie gormel [120] 
unb bunb bie @leid)ung nv — P gegeben; in ber T^at befielt bann ber 
gasförmige ßörper bei ben oerfdnebenen ©raben feiner 2luöbe(mung immer 
au$ ben nämlichen materieaen ÜJWeculen, nnb fein ©emict)t P ijr unocrdnberlict). 

435. ©ejjt man in ber gormel [120J & — 0 unb Jß = p m9 wdr)renb 
d feine Sebeutung al$ tabellartfd;e SDicfctigfett einer befonbern elafiifc&en 



Digitized by Google 



261 9lr. 436. 

gtöffigfeit betyo'ft, fo erhalt man für ba« ©etoicbt eine« tfubifmetcrS bicfer 
gtüffigfeit in ßifogrammcn (ober eine* 2iter$ in ©rammen) bei ber Tem- 
peratur 0° unb unter ber entfpreebenben $reffung oon 0 n ,76 DuccffUbcrböbe 
ben SBcrt^ 1,300 T)amtt aber btefes föefuitat eine reelle 93ebeutung fyabe, 
mufj bie betrachtete glüjfigfeit bei 0° bie atmofpbarifcbe Jßreffung ertragen 
fönnen. ©o toirb man g. SB. richtig fagen : ein ßubifmeter reinen unb 
trotfenen SBafferfioffgafeö roiegt bei jener Temperatur unb ^reffung 0 k *,0898. 
dagegen beruht bie föebenäart: ba8 ©etoidjt beö &ubifmcter$ eines S)ampfe3 
bei 0° Temperatur unb 0 n ,76 ^rejfung fei 1,300 ^, auf einer biofett giction, 
trenn jener £ampf bei ber Temperatur 0° unb ber gleicbjeirigen atmofpbä* 
rifeben ^reffung gar nidjt befielen fann; wie eö j. 29. mit ben dampfen 
beö SBafferö, SUcoboIS, DuecffiloerS ber $afl ift, beren (Srjfrenj bei genannter 
$reffung bie Temperaturen 100°, 79° , 350° erforbert. 

436. ©emenge luftförmiger ftlüffigfetten. — ÜRan l)töt 
öerfdH'cbene ©aparten in oerfd)tebenen Duantitäten ; S3olum, Temperatur unb 
qßreffung feien für baö erftc ©a$ V, für ba$ gwette V", 

für baö britte V", :c. SBerben tiefe ©afe gemengt, ofcne ba§ 

irgenb ein anberer ©toff binjutritt, unb finbet babei »cber eine (bemiföe 
Öerbmbung nodj ein 9licberfcblag flatt, fo fragt jtd), »eldbcö Solurn V ba3 
©emenge bei ber Temperatur & unb ber ^reffung y annehmen »erbe. 

SBir rebueiren guerfl alle ©afe, noeb ebe fle gemengt »erben, auf bie 
Sßreffung P unb bie Temperatur &. 3>n biefem 3«fiflttbe feien V' n v;', Vj",... 
tt)re 93otume; man finbet biefe burd) bie germel [117], in weiter man 
P = P' ju fejjen bat, ba ba$ ©e»i(bt jebe« einzelnen @aje$ conflant bleibt; 
c$ ergibt fteb namltcb 

v— 1 + «» 

1 "~ 1 4 a&'"' V 5 K * 

T)enft man fit jejjt bie fämmtti$en ©afe in übereinanberfiegenben 
Stiebten oeretnigt, wobei jebe* ©a$ fein 93ofum behalt, fo ift bie Summe 
ber eingehen Solume baß gefugte JBolum; atfo 

1 + «» f v»' , v"»" . v'"»'" . ^ 
V vi + ^ rnF^" ^ 1 4- ~r J- 

gür ben befonbern gaH , ba§ bie urfprünglicbett Temperaturen alle ber 
tefcten Temperatur # gleicb ftnb, gibt biefe formet 

yp - V 'f>' + V">" 4- V'"jr + . . . [122] 

♦ 
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SBären überbie§ bie urfprüugli<$en ©olume V, V", V" . . . fämmtlidj 
unter f?a> gteta), unb foötc ba« 93olum V be« ©einenge« ebenfogrojj »erben, 
fo &ätte man 

» = r +.r + r + ♦•♦> 

b. : Bereinigt man tjerfdnebene ©afe »on gleichem 93olum unb gleicher 
Temperatur fo, ba§ jte jufammen nur ein ©olum einnehmen gleteb bem 
Jöolum jebe« einzelnen ©afe« oor ber Bereinigung, fo iji gittert bie üßreffung 
im ©emenge bie 6umme ber urfprüuglidjen ^rejfungen. 

437. Die (£rfafcruug beftättgt bie oorjretyenben gormein, unb le&rt 
$ugletcb jwei widjtige Tfjatfacben fennen; nämlicfy 

1) ©afe ober Dämpfe, roeld)e in Berührung fommen, nufcfyeu |t<b in 
ber Mxt , bafc fte naa) ©crflufc eine« DinlängUcfyen 3«ftö«ttt« eine homogene 
elafrifcfye glüffigfeit bilben. 

2) Die obigen gormetn (äffen ftcb auf ein ©emenge Pon ©afen unb 
Dämpfen nur unter ber ©ebingung amoenben, ba§ ba« ©einenge ma)t mefcr 
Dampf enthält, al« in bemfclben tftaume unb bei berfelben Temperatur 
ejijriren fönnte wenn ber Dampf untermengt roärc (432). Diefe ©ebingung 
bat niebtö ©efremblicbe« ; benn man würbe fcr>rocr begreifen, nrie bie Slnroefen* 
beit eines ©afe« bem Dampfe erlauben foflte, feine ©ättigungögrenge gu 
überfebreiten. SWerfnuirbig aber i|t , ba§ bie Dajnnfa)enfunft bc« ©afe« bie 
Dampfmenge, meiere jur Sättigung erforbert wirb, nirf?t »erminbert, 
obgleich ba« ©a« bic ^reffnng bc« ©emenge« »erntest, unb jioar um eine 
©rö&e gleieb ber $refiung roela)e ftartfänbe, wenn ba« ©a« in bem näm~- 
lict)cn Staunte allem oorljanben wäre. 3|t affo ein ©a« in ©erütyrung mit 
einer tropfbaren gluffigfeit , fo bilbet fid> all' ber Dampf ben ber Kaum 
unb ber au« ber »orfcanbenen Temperatur folgenbe <5ätttgung«grab perträgt ; 
unb bie $reffuug wädjlr um biejenige @rö§e t»ctct>c biefem 3uftanbe ber 
Sättigung entfprict)t. 9tur geljt bie Dampf bilbung langfamer oor ficb at« 
e« im leeren föaume ber gaU fein würbe; 

<£« mögen nun einige Slnwcnbnngen ber im ©orfletyenben entwicfeüen 
©efefce folgen. 

438. Aufgaben. 

I. (Sine gereifte Onantität ©a« nimmt im troefenen 3u|ianbe unter 
ber ^rejfung }) unb bei ber Temperatur # ba« ©olum V ein. 2Belcbeö 
©olum V wirb ba« ©a« unter berfelben ^reffung einnehmen, wenn e« mit 
einer tropfbaren glüjfigfeit in ©erübrung ffe&t, für beffeu Dampf bei jener 
Temperatur # ba« ^rejfung« * SWajimum p ift? 



Digitized by Google 



^ 263 Wr. 438. 

T)ie gormet [122] gibt unmittelbar 
, Vy-vp + Vj, woran« V' = ^L; 

b. t). ba« @a« be&nt ficfc fo au«, wie wenn e« im trodfenen 3uftanbe blo« 
bie ^reffung f — p erlitt*. 

II. ($in ©a« erfüllt ba« 93olum V unter ber Sßreffung f unb ber 
Temperatur wenn e« mit einem Kampfe gefätttgt ifi, bejfen Sßreffung bei 
biefer Temperatur ben SBertb p f)at. ÜÄan fragt na<$ bem 93olum V , ba« 
tiefe« @a« bei ber namlt$en Sßrejfung unb Temperatur im trorfenen 3"* 
ftanbe einnehmen würbe. 

T)ie »orige ©leidjmng liefert 

▼ — p— ■ 

wie wenn ba« @a« Don ber fßrejfung f — p jur $reffung | (beibemale 
troefen) übergienge. 

ni. 9Bel$e« ©eroid)t tyat ber Äubtfmeter eine« gefättigten ©emenge« 
au« einem ©afe unb einem Kampfe, beren tabeHariföe 2)irttigfetten <* unb # 
flnb, unter ber Sßreffung f unb bei ber Temperatur für welche bie ©ätti* 
gungöpreffung be« Ttampfe« p ift? 

2)a« ©ewi$t (auf bie 23otum*<Sint*eit) be« ©afe« in bem ©emenge ift 
ba« nämlidje wie wenn ba« ©a« trotfen bie $reffung }) — p erlitte, b. f 119] 



1,300 



P. 1 +«* 



2>a« ©ewi#t be« Kampfe« entfpri^t ber ^reffung p unb ber Temperatur 
unb iji alfo 

1,300 i 



F. 1 + 

SDa« @ewi$t auf ben ßubifmeter be« ©emenge« ifl bie Summe ber 
beiben »origen @ewi#te; ndmli$ 

1,300 ß=j d + ±*\ 
1 -f- V p. ^ p. 7 

£>anbelt jld)'« j. 23. um 2uft unb Sßafferbampf, fo &at man 3 = 1 
unb ä* = |j unb obiger 3lu«brucf rebucirt ftcfc; auf 



1,300 JÜ f 3p^ 
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IV. ©n @a$ übet einer tropfbaren gtöfftgfeit nimmt bei ber Tem* 
peratur # nnb ber ^reffung y ba« Söolum V ein. Sßie gro§ ift (ein 
23ohtm V bei ber Temperatur & unb ber^reffung Jp'? Die Sßreffungen p.p' 
be$ oon jener gfüfftgfett erjeugten Dampfe« für bie beiben Sättigung«* 
äufränbe, meiere ben Temperaturen entfpred)en , werben babei af« 
befannt »orau«gefefct. 

Dad äJolum V wirb ba« nämlidje fein, wie wenn ba« ©ad in troefenem 
3ufianbe oon ber ^rejfung Jp — p auf bie *ßreffung }T — p' übergienge, 
bei gleichzeitigem Ucbergange ber Temperatur von # in 2Ran f?at baber 
[117], inbem ba« abfohlte ©ewicfyt be« ©afe« ftd> nidjt änbert, 

#ter bietet ftd) bie ftragc bar: 3ft betm ^weiten 3 u ^ n ^ e rae&r 
Dampf (b. f). ein größeres © e wi cb t be« Dampfe«) oortyanben af« beim erften ? 

Die ©ewiebte IT, TT auf ben ßubifmetcr Dampf in beiben 3"ftänben 
jtub biefeiben wie wenn ber Dampf obne Beimengung bei ben Tempera* 
turen & ben entfpreebenben (Sättigungdpreffungen unterworfen wäre. 2Ran 
$at ba&cr [116] 

TV p' 1 -f«fr 
n = p ' 1 + ' 

SGBirb biefe @[ei#ung mit ber »orfcergebenben mutttplicirr, fo ergibt fl<$ ba« 
fBer&ättnifc ber abfofuten Dampfgewidjte : 

77V $f' — pp' 

m - ji'p-pp'' 

2üfo ift ba« jweite Dampfgewid&t /7'V fleiner, g(ei<$ ober großer alt 
ba« erfte fiV, jenaebbem Jßp' Heiner, gleich ober großer al« Jp'p ift 3 m 
erften biefer brei gäüe wirb ber 2Bect)fel ber <preffung unb Temperatur einen 
Tf)eü be« Dampfe« in tropfbare gdlffigfeit überführen; im ^weiten gafle 
erfährt ber Dampf weber eine 3 UIia Nc no(^ eine Slbnatymcj im brüten 
gaüe fann bie Formel nur bann jur 5(nweiibitng fommen, wenn mit bem 
©emenge oor feinem Uebergang in ben jweiten 3 u liMb eine jureiebenbe 
Ouantitat ftiüffigfeit in 23erübrung ift. SBürbe biefe $füffigfett gan$ festen, 
fo hatte man fi# [117] ber fotgenben formet ju bebienen: 

V' _ f_ j 

V ~ f' i-h«^ * 

V. (Sin ©a« über einer tropfbaren gfüffigfeit na(>m bei ber Tempe* 
ratur # unb unter ber $refiung f ein gewiffe« SBofam ein; bie Temperatur 
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ge£t in & über, wctyrenb baS 93e(um ba$ vorige Bleibt; wie gro§ tfl bann 
bie «preffung |p' ? 

2J?an brauet b!o$ in ber gormel [123] V = V ju fejjen, um ju 
ermatten 

2)iefer 9lu$brucf fyätte fid) aitc^ unmittelbar aus ber 93emerfung ergeben, 
ba§ bie gefugte ^reffung Jl' ftcfy au6 jwet SejianbtljeUcn gufammenfe&t, 
»on benen ber eine p' oom Kampfe fyerrityrt, ber anbere Dorn ©ad, wel#e$ 
bei bet Temperatur # bie ^reffung J) — p erfahrt. 

VI. eine oerticate cplinbrifcbe ftö&re AB (gig. 65), an beiben Gnben 
offen, ift mit bem untern (Snbe in eine tropfbare gfüffiafeit getauft, wefd)e 
um bie föofjre f)tx bie atmofpbänfcbe ^reffung erleibet, 3m Innern ber 
{Rd^re fann ftdj ein flofben C bewegen. 23ei einer getroffen (Stellung biefe« 
tfolben« flebt bie glüffiflMt innerhalb ber töityre in bemfelben Niveau D 
tvte anjjerMb, tooburef) angezeigt wirb, ba§ bie ^Jreffung ber mit gefätttgtem 
SBafferbampfc gemengten ßuft im föaume CD glctcb ber aufjen fiattftnbenben 
atmofpbänföen $re|fung ift. SKimmt man nun an, ber Kolben begebe fid> 
in eine neue, bö&ere Stellung C, fo fragt fid^ö, ju welchem 9fioeau D' 
bie glfiffigfeit in ber fRtyxt emporfietgen mufj, wenn ba$ äu§ere SRfoeau D 
ftcb cohftant erhält. 

23ebeuten V, V bie 23otume CD, CD' im Innern ber töö&re, }) bie 
au§ere ^rcjfung, |T bie innere fßreffung bei ber ^weiten Stellung be$ Äcl* 
benS, fo lä&t fid) bie gormel [123] baburty auf ben oorliegenben gatt anwenb* 
bar matten, bafc man # = & unb p' = p fefct, wobei lefctere $re jfung p bie 
SättigungSpreffung be$ 3)ampfe$ für bie Temperatur ber glüffigfeit unb ber 
ffiityre ifl. SWan l>at alfo 

V'(y-P) = V(JI-p), 

ober, wenn CD = h, CD' = h', DD' = x gefefct wtrb: 

(h' - x) (f — p) = h Cfl — IV 

gerner $at man [114], wenn 17 ba$ @ewi$t eineö tfubtfmeter« ber giüfftg* 
feit ift: 

J) = Jl'+/7x. 

$>iefe beiben ©letd^ungen, welche nur jwei Unbefannte unb x ent* 
galten, liefern bie 2öfung ber Aufgabe. 

2Me biefer Sluftöfung $u ©runfce liegenben 23etrad>tungen erflaren ba« 
Slufiteigen einer glüffigfeit in einer Mtyxt , au« weiter man bie ßnft mit 
bem 2Runbe fangt, inbem biefeä Sluffaugcn burety eine oorübergebenbe (Sr* 
Weiterung ber 93rufi&ö(>le jn Stanbe gebraut wirb, (Sä ifl flaf, ba§ bei ber 
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gangen (Srföeinung »on f einerlei 2lngtebung bie {Rebe fein fann; nnb ba§ 
fein Sluffteigen erfolgen mürbe wenn ba« ©efafj, in mela)e$ bie W&bre ein* 
tau#t , gang mit glüffigfeit erfüllt unb o£ne Gommunication mit ber aufcern 
ßuft »are. 

439. «piegometer mit compritoirter ßuft. — 3fl bie Reifung 
einer luftförmigen gtüjftgfeit fo ftarf , ba& i&re SWcffung mittel« eines pego-- 
meter« in freier ßuft (421) eine tööbre öon aUgugro&er $fyt erforbern 
würbe , fo bebient man fid> einer am obern (Snbc gefcbloffenen tööbre, erfüllt 
mit einem ©afe, melcbe« fein SBofain oerminbert inbem c« gufammengebrücft 
wirb. * $ig. 66 geigt bie 9lnorbnung btefe« SlpparatS, ben man gemflbnlicb 
«Manometer mit comprtmirter ßuft nennt. $>er gu meffenbe Dnuf 
mirft auf bie Dberflädje AB be« Duetffttber«, meiere« fid> in ber fttyre CD 
gu einer oerfinberltd)en §tyt erbebt. 

3m Slugenbficf ber 93eoba$tung fei 

P bie unbefannte Reifung be« ©afe«, ba« in bem Steife DE ber 
JRötyre eingeföloffen tjlj 

H bie £öbe, ober oielmebr bie eingabt gleicher Öolumt^eile , bie biefe« 
©ad einnimmt; eine befannte CÖrößc ; 

& bie befannte Temperatur beö Guecfjilbere unb be« @afe«; 

fe bie £obe CE be« Cmecfftlber« in ber 9flör)re, oberhalb be« Spiegel« 
im @efa§e; in 93ru#tbeilen be« Sfteter« gemejfen unb befannt. 

9limmt man an, ba« @a« fei trorfen, ober fejje roenigfien« feine tropf* 
bare glüffigfeit ab, fo fte&t [117] bie ^reffnng p im geraben S3erbattni§ 
mit 1 + unb im umgefefyrten SSerbältnijj mit ber #ö(>e H, melttye ba« 
33olum angeigt SWan f>at batyer, wenn K eine oon H unb # unabhängige 
fconjtante bebeutet: 

P- K — h 

SDie gefugte fprejfung 9 am ftioeau be« ©efa&e« ifl alfo (413 u. 419) 

V - K ~W~~ { ' V 1 ~~ 5550 + 0/76*' 

3ur Scjrimmung oon K bat man ein für allemal einen Söerfudj 
angufteüen, inbem man ba« ©efä§ in ßommunication mit ber 9ltmofpfyare 
fefct unb im nämlüben Slugenblicf ein -Barometer beobachtet. 2m biefem 
gattc fotten H', h', &' ba« Öoliun be« ©afe«, bie Que<ffilberböb e int Apparat 
unb bie Temperatur bebeuten, h t aber bie auf bie Temperatur 0° rebucirte 
23arometerbo> (419). £>ann ifl 

* * 0,76 ~~ H t V 5550 -f #) 0,76 *' 



r 
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»orau« jt<$ ber SBertfy t>on K ergibt, ben man im oorftetyenben , für bie 
^reffung 1* erhaltenen 9(u«brucfe $u fubftttuiren $at. $)a« S3cr^öttm& 
Poij J> $u p. gibt ben 91uöbru<f biefer ^rcjfung in Sltmofpbaren, b. b- in 
Sejie^ung auf ben als (Sin&eit geltenben mittlem atmofpftfrifcfyen ®rucf auf 
ben Cutabratmeter (= 10334'*). 

SBeifiriel. 

#' = 10; H' = 0,46; h' = 0; ^ = 0,76. 

# = 30 ; H = 0,30; h = 0,16; V = l«"-,85 = 19155* . 

§. 4. (SSfammtbrudv einer ferneren, bomoflenen tropfbaren Jlnfltflkcit 

auf eine Cbene. 

440. <S« fei o) ber 3ntyalt eine« flehten 6tu<fd)en$ einer ßbene, wel^e 
mit einer rufyenben (tropfbaren) gluffigfcit in ©erü&rung ift; h feine Siefe 
unterhalb einer £ori$ontalebene NN, in meldjer bie ^reffung ber glüffigfeit 
befannt, namlid) = |» 0 ift; TI ba« (Sewic^t eine« Äubifmeter« ber glüffia/ 
feit. $>cr 2>rucf auf ba« gla#cnflücf#en w ift (413) c4> 0 -f «^h; utib 
ba bie SDrürfe auf fammtli$e (demente ber (Sbene fenfredjt jur (Sbene ftnb, 
fo ift if;re ftefultante glct# tyrer ©umme, namlid? 

-p Q 2o) -j- /zrwh. 

S3e$eid;net nun & ben gangen oon ber glüffigfeit gebrütften glasen* 
räum -2o>, unb H bie Siefc feine« ©d)it>erpunct8 unter ber £ori$ontalebene NN, 
fo t>at man 2uh = -GH (®2. 307), unb ber ©efammtauöbrwf »irb 

ß (J> 0 -|- 17H). 

J7&H ift ba« ©ewic^t eines fenfre^ten SpriSma'« au« ber glüffigfeit, 
melä>$ ß $ur Üöaffö unb H jur £o()e fwt. 

441. £anbelt flaV« um ben Drutf einer homogenen glüffigfeit beren 
Dberflad;e in Serüfcrung mit bcr 5ltmofp&äre ift, fo wirb ber Slbjtanb H 
oon biefer Oberfläche au« genommen, unb bie ^rejfung ?o if* bann burdj 
Beobachtung be« Sarometer« bejttmmt. 

3ft bie ebene Sfcanb, n>eld>e »on ber einen ©eite burd) bie glüffigfeit 
gebrüeft wirb, auf i^rer entgegengefefcten , gleiten unb parallelen ©eite in 
«Berührung mit ber Sltntofpbäre, fo bcabjtd)tigt man gewöhnlich nur eine 
23ered;nung beä Untcrfd;iebö $toi|d;eit ben Saufen auf bie beiben «Seiten ; 
man betrautet hiebet bie atmofphänfche ^reffung auf bie Oberfläche ber 
glüffigfeit unb auf bie Slufjenfeite ber SBanb als gleich, tiefer Unter* 
fdjieb ift bann /7#H, nämlich blo« bie «Refultante auö ben oom ©erriet 
ber glüffigfeit ftammenben 2>rücfen. 
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23emerfen$werth ijt, bajj auf biefen ©efammtbnuf bie horizontalen $>tmen* 
fionen unb ba8 93olum ber glüfftgfeit feinen dinflufc ^aben. 

442. $>ie föcfultantc J7#H ber jur ^ebrütften ebene fenfrechtcn Gräfte 
trifft biefe ebene in einem $uncte, welcher bet SKittelpunct be$ Drucf 3 
hei§t, tiefer $unct Hegt immer tiefer als ber ©ehwerpunet be« gebrütften 
SBanbftütfeS , wenn (entere« nicht etwa eine horizontale 2age hat. 

bringt man ttdm(tcr) in ©ebanfen biefe (fdMge ober oerttcale) SBanb 
in horizontale Stellung, inbem man fte um eine horizontale 9l|e brefct welche 
in ber SBanbfläctye bur<h ben ©d>werpunct gezogen ift, fo &at ber ©efammt* 
brurf feine Slenberung erlitten, ba er jtets n.QH ift; bie töefultante aber 
get)t bann bur^ ben ©dwerpunet, weil jefct bie SDrücfe auf gleite eicmcnte 
ber ebene einanber gleich finb. ftfyxt man nun bie SBanb wieber in it)re 
erfte ©tetlung jurütf , fo werben bie partiellen &rücfe auf ben obern Xfyäi 
ber SBanb, fowie ihre Momente in Beziehung auf bie £)rehungdar.e, fleiner; 
für ben untern XtyeU ber SBanb gilt ba« ©egentt)eil. £ie Sftomentenfummen 
auf beiben ©eiten ber 9l$e, welche oorhin einanber gleich waren, ftnb alfo 
ungleich geworben*, bie bem obern Iljeile entfprechcnbe ©umme ift flciner 
al$ bie anbere, unb bie föefultante mu& alfo unter ber Slje oorbeige^en. 

i 

443. Die ßage für ben SWittelpunct be« SDrucf« einer glüffigfeit auf 
eine ebene SBanb finbet man burch Oiedmung, inbem man bie Zfytmt ber 
3ufammenfe^ung paralleler Gräfte benüfet. SBir befchranfen uns &ier auf ben 
gall einer homogenen glüffigfeit. 

3n gig. 67-, bereu ebene »ertical unb gur gebrüeften SBanb fenfreetyt 
ju benfen ijt, ftellt NN bie horizontale ebene oor in welker bie ^rejfung 
ber glüfftgfeit al$ null betxafytet wirb. 

AB fei bie »erticale *ptojectton ober ©pur ber SBanb*, I ber ©djnitt 
ihrer erweiterten ebene mit ber 9tioeau-ebene NN; C ber ÜJtittelpunct be$ 
35rucf$, beffen entfernung AC oon ber in A projicirten horizontalen 2fo*e 
»erlangt wirb. 2)ie gladje AB zerlegen wir in unenblitf) fcfymale horizontale 
©treifen, beren einer ftch in MM t projictrt. es bejeidme z bie verrteale 
$)iftanz Mm; i bie 2Mfian$ AM; dx alfo bie ©reite beö ©treifenä MM; 
y bie Sange biefeö ©treifenS , in horizontalem ©inne , fenfrecht jur ebene 
ber gigur. £)rucf auf bie gladje ydx ift JTzydx; fein SDtoment bejüg* 
lieh ber 9fjc A ift J7zyxdx. gebeutet alfo x' bie JDiftanj AC , unb nimmt 
man bie ÜKomente ber 2)rüdfe in Beziehung nir 5lje A, fo gilt bie ©letchung 




Digitized by Google 



■ 269 9lt. 443. 

a3e$ei#net man bie Diflang AI bur# c unb ben 2BinfeI NIA bur^ «, 
fo ijr z = (c + x) sin a, unb bie oorftef>enbe gormel ge^t, na# SBeglajfung 
bes conftanten gactor« sin a, über in 



x'=^ 



x 2 ) ydx 

[124] 



j (c -fx)ydx 

(SS bleibt jefct nur no$ übrig, für y feinen «luSbrucf als Function 
»on x ju fubjtituiren, unb bie Integration innerhalb ber ©renken ber ge* 
brüeften glacbe auszuführen. 

SDiefe glätte fei $. 93. ein £rape$ mit horizontalen <BajVn. 3fi a bie 
S3ajt8 »eiche fleh in A prejicirt, b bie in B projicirte 23ajid, 1 bie £ö(>e AB 
bcö SrapejeS , fo hat man 92) 

y = a H — x. 

9iach ©ubftitution biefe« StuöbrucfS in ber für x' erhaltenen gormel 
flnbet man bureb Ausführung ber Integrationen »on * = 0 bis x = 1: 

P (a + 3b) + 2lc (a + 2 b) 

2l (a + 2b) -f 6c (a + b) ' lUÖ * 

ßiegt bie obere S5«(l« A im glüfilgfeitsfpiegel, fo ift c = 0, unb man bat 

1 (a + 3b) 

x = 2(. + 2 b)- t 126 ^ 

3jt bie 2Banbftö$e ein 5Drctc(f bejfen 93aftS in bem Spiegel ber glüffig* 
feit liegt, fo mu& c = 0 unb b = 0 gefefct »erben j alfo 

* = r [127] 

gür ein SDreietf, bejfen ©pifce in ben ©piegel fällt, ift c = 0 unb a = 0 j 
bemnach 

x' = J 1. [128] 

Sil bie SBanb ein Parallelogramm mit jn>ei horizontalen Seiten, fo hat 
man in ber gormel [125J a = b $u nehmen, »oburch [xty ergibt 

, 2l» + 3C1 

X= 3(IW C129J 

fitegt enblid) in biefem (entern gaüe bie obere horizontale Seite im 
glüjfigfeitsfpiegel , fo ift c = 0 unb 

x' = 1 1, [130] 
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444. $a« flufjudjen be« SRirtelpunct« für ben SDrucf einer jflüfTigfcit 
auf eine ebene SBanb lagt ft# auf bie Sejtimmung be« ©djwerpunct« für 
ein 23o(um jurüeffübren. 

£>er 2>rucf auf ben Streifen MM t ift, ber Sntenfttat nadj, gleidj bem 
©ewidjte einer $lüfftgfeit«f$i#t MM^m', welche jur 23afi« ba« in Mm' 
projicirte töedjtecf = yz, unb jur £icfe bie unenblid) Meine ©treefe MM t = dx 
t>at. SDelmt man biefe ©emerfung auf fammtlidje (Slementarfheifen ber 
ganjen SBanb AB au«, fo ergibt fid> golgenbe«. 

1 ) $>er ©efammtbrutf, b. i. bie Summe ber £>rncfe auf bie (Elemente biefer 
SBanb, ift gleid) bem ©ewicljt be« fd?iefabgcfdmittenen, geraben *pri«ma'ö ober 
feplinber« ABb'a', bejfcn untere 93afi« bie SBanb AB ift, unb beffen obere, 
fc^rdge $afl« in ber (jur (Sbene ber gignr fenfrecfytcn) (Ebene a'b' liegt, 
n>efct>e man finbet, wenn man bie Stuten Aa', Bb' fenfrecfyt auf ber 2Banb 
errichtet unb ben ÜÖerticalen Aa, Bb gleidjmad;t; worau« gugleicfy folgt, bafj 
irgenb eine jur SBanb ©entrechte Mm' ber entfprectyenbeu öerticalen Mm 
gleicfy ift, unb bafj bie (Ebene a'b' burdj I gefyt. 

2) 2)ie töefultante jener £)rucfelemente gefyt burd> ben ©djwerpunct G' 
be« erwähnten abgefdmittenen CStylinbcr« ober ^rtema'«; unb folglidjift ber 
SWittelpunct C.be« SDrucf« bie rectytwinfelige ^rojection biefe« ©<$werpunct« G' 
auf bie SBanb. 

SDer ÜRittelpunct C be« £rucf« liegt auefy, wie man leidrt flefyt, auf 
ber ÜÖerticalen buret) ben ©cfywerpunct G be« abgefragten ^ri«ma'« ober 
Gplinber« mit »erticalen ©eitenlinien, AabB, beffen eine Söafi« bie SBanb AB 
ift, unb beffen obere 93aft« bem gtüjftgfeittfpieftel NI angehört. 

Wittel« biefer Betrachtung finbet man unmittelbar bie wer gormein 
[127J bi« [130] wieber; unb in bem %aüt, wo AB» ein Parallelogramm ifr, 
fann man ben ÜJtittelpunct be« 2)rucf« audj auf graptyifcfyem SBege erhalten, 
inbem man bemerft, bafj bie ^rojectionen ber ©etywerpunete G', G auf bie 
(Ebene ber $igur 67 mit ben ©cfywerpuncten ber STrapege ABbV, ABba 
gufammenfaUen. 

445. SBcrben bie beiben ©citen einer 3roif$cnwanb »on jwei ge- 
trennten $6tyeiluugen einer unb berfelben ftlüffigfeit gebrüeft, bereu Dber* 
fläzen in ÜBerüfjrung , mit ber Sltmofptyäre ftnb, aber »ergebene« 9?ioeau 
fyaben, fo ift ber Unterfdjicb jufammenge(>5rigcr ^reffungen auf beiben ©ettcu- 
flädjen ber 3»>i|"djenwanb conftantj er ift nämlid) gleich bem ©ewtdjte IJ 
eine« ßubifmeter« ber ^(üfftgfeit, multiplicirt mit bem üttioeau *• Unterfcfyieb, 
wenn man abfielt oon ber unbebeutenben 23erfd)iebenljeit ber atmofpfjarifdjen 
Sßreffung auf beiben $lüffigfeit«fptegeln. 
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ftr. 446-448. 

I 



§. 5. IDrutk ira.cn* tmtx /lufliakeit auf eine krumm* (Dberfladfe. 

446. ße&tfafc. SDer SDrucf Jpa» einer (tropfbaren ober gasförmigen) 
glüifigfett auf irgenb ein $ld4>cnelement, beffen %n\>alt a> ifi, bat $ur $ro* 
jection auf eine beliebige 2ljc Ox eine Straft gleia) bem 2>rutfe JK, ben 
am nämlichen ghtnete ein Clement aushalten $dtte, roeldje« ber orthogo- 
nalen <ßrojection <»' be« $ldd>enelement$ « auf eine jur 2lje Ox fenfredjte 
ebene yOz gleia) rodee. 

Denn ijr « ber ©infel, ben bie Dlormate am Clement w mit ber 2l$e Ox 
bilbet, fo ifi fwcos« bie Protection beS SDrutfeS flw; e3 ift aber auefo 
wcosÄ= <*>\ weil « augletd) ben SBinfel be8 dement« o> gegen bie 
(Sbene yOz auebrüeft 329, 2tnm.). 

tiefer 6afc fdnntc auf eine anbere 2lrt, welche ber S3en>ci$fül>rung in 
9er. 411 dfcnlidj ift, unmittelbar beriefen »erben, inbein man ba$ ©leid>-- 
gcroicDt eine« Keinen abgeprägten (Splinberö betrautet, beffen nah beifam- 
mengelegcne iBafen ben (Elementen w unb w' gleidj ftnb, roährcnb feine (Seiten* 
Unten parallel $u Ox liegen. 

447. 3ufafc I. 2egt fta; an eine frumme glddje eine glüjftgfeit mit 
überall gleicher Sßreffung an (waä man bei einer ©aämenge oon geringem 
Umfang gelten lajfen fann), unb werben bie t>on ber gldd)e aufgenommenen 
(Slcmentarbrütfe auf eine 5ljc Ox projicirt, fo ift bie algebraifdje Summe 
tiefet $rojectionen gleich bem $)rucfe, ben bie ndmlid)e glüffigfeit auf eine 
»on ifyt berührte ebene $ldd)e ausüben roürbe, beren Snfjalt ber protection 
ber frummen glddjc auf eine $u Ox fenfrecfyte (Sbeue yOz gleich ifi. £>abei 
ift aber $u bemerfen, bafj, wenn bie parallelen $ur 9l$e Ox bie gebrüefte 
frumme $läd>e peimal fd;neiben, bie projectionen ber auf jufammengehörige 
©ebnittpunete treffenben Drücfe, fon>ie bie *proj[cctionSn)crt^c ber an folgen 
Puncten liegenben g-ldcfyenelcmcnte , fta) gegenfeitig aufgeben. 

(So ift $. 93. bie föefultante ber £)rücfe auf einen $ugelabfd;uitt (204) 
gleich bem SJrucfe ben feine ebene 8af!3 gu erleiben hätte, fclbfi bann, roenn 
ber 2lb|a)mtt bie £albfugcl überfebreitet. SDie föefultante ber Drücfe auf ein 
jwifc&cii jroei Seitenlinien enthaltenem 6tücf eineö geraden SplinberS mit 
freiöförmiger Ißajtä ift glcidj bem Drucfe, ben baä Mc^tecf ^üifc^en ben 
begrenjenben (Seitenlinien erfahren »ürbe, felbft bann roeun jenes Stücf 
mehr atö bic £älfte ber (Eulinberoberflddje auömad?t. 

448« 3ufafe II. $erü(fft$tigt man bie SBirfung ber (Schere auf 
bie tropfbare ober gaftge glüffigfeit, welche gegen ein (Stütf ber frummen 
gld^e brüeft, fo befielt bic vorige (Sigenfchaft noch für ben gatt fort, in 
»eifern bie 9lre Ox horizontal ift. 
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449. 3«fr# HI. Sei ber nämlichen Annahme einer ferneren, 
tropfbaren ober gafigen gliifjigfeit tyat ber $ormalbrucf auf ein beliebige« 
Clement ber glä#e gur ißerricalprojection eine ßraft gleich bem ©ewichte 
be« oerticalen abgeprägten glüffigfeitöcplinber« , befen untere 93aft« jene« 
Clement ift unb beffen obere 23a ji« im glüffigfeitdfpiegel liegt, in meinem 
bie ^reffung null ift; wobei übrigen« biefer Splmber au« £ori$ontalfchichten 
$ufammengefe{jt ift, homogen mit benen au« welchen bie fernere glüffigfeit 
bejxe^t. 

450. 9lu« biefen ^Betrachtungen erflärt (ich leicht baö fogenannte h^bro* 
jiatifche <ßarabo$on, ba& ber 2)rucf einer glüffigfeit auf ben ©oben 
eine« nicht cplinbrifchen ©efäfje« balb großer, balb Keiner ift al« ba« ©e* 
wicht ber im ©efäjje enthaltenen glüffiflfeit. 

§. 6. <ölcid)0emid)t emfletaud)tfr <rt>er fd)u)immenbrr Körper. 

451. 3ji ein tförper ganj ober gum Xtyii in eine föwere tropfbare 
ftlüffigfeit eingetaucht, welche ftch in O^u^e befinbet unb ben eingefenften 
I^cil oöflig umfangt, fo haben bie oon ber glüfftgfeit auf bie Oberfläche 
be« Äorper« geübten Dtotmalbrücfe eine einige föefultantej biefe geht burety 
ben ©ehwerpunet ber au« ihrer 6teHe gebrängten Otnffisfeit, unb ift gleich, 
aber entgegengefefct , bem ©eaüchte berfelben. (£« folgt biefc au« 9ir. 448 
unb 9tt. 449 , läjjt fleh aber auch unmittelbar einfehen \ benn hinftchtlicr) ber 
35rücfe würbe ftch nicht« änbern, wenn ber eingetauchte ätorper burd) bie 
oon ihm »erbrängte glüjjigfeit erfejjt würbe, unb bann wäre ber ®a|j eiue 
golge au« ben ©runblchren ber <5tatif. SBchl $ u werfen ift, ba§ bie 
umgebenbe glüffigfeit mit ber ganzen Oberfläche in Berührung fteht, welche 
ben Körper unterhalb be« $lüffigfeit«fpiegel« begrenzt. Uebrigen« fann biefe 
glüffigfeit au« £ori$ontalfchichten »on ocrfchicbcner 2)tchtigfeit befiehenj um 
bann aber ba« ©ewicht unb ben ©ehwerpunet ber oerbrängten glüffigfeit ju 
erhalten, mufj man jebe fotehe Schilt burd? ben jefct oom Körper einge* 
nommenen föaum fertgefefct benfen. 

2)ie föefultante au« ben £>rücfen ber glüfftgfeit auf ben in fte getauchten 
ßörper nennt mau ungeeigneterweife ben ©ewtcht«»erlufi burd? (Ein* 
ta uchungj ein paffenbercr 9iame ift Auftrieb. 

2)a bie horizontalen ßompofantcn ber (Slementarbrücfe für ftet) im 
©leichgewicht ftchen (448), fo wirb bie töefultante aüer biefer £>rücfe ftch 
auf bie fltefultante ber »erttcalen (£ompofanten rebuciren, b. h* au f e ^ ie 
Ötefultante paralleler Gräfte. 5lu« biefem ©runbe fann man ben ©c^wer* 
punet ber oom eingetauchten Äflrper »erbrängten gtüffigfett ben SWittel* 
punet ber £)rücfc nennen, welche biefer Äörper erleibct. 
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452. 9lu3 bem vorhin feftgejtellten ©afce folgt unmittelbar, ba§ für ba« 
©leichgewicht eine« flflrper«, bei in einer homogenen glüfftgfeit gang unter* 
getauft ift, naehftehenbe 33ebingungen ju erfüllen ftnb: 

1) ©ein ©ettri$t mufj gleich bem ©ewichre eine« gleiten Sotum« ber 
glüfftgfeit fein ; 

. 2) ber ©ehwerpunet be« ßdrper« unb ber ©ehwerpunet feine« 23otum« 
muffen auf einerlei öerticalen liegen. 

3n betreff ber feiten 23ebingung ift eine wefentfiebe Unterfcheibung 
$u treffen. 28enn ber ©ehwerpunet G be« feften ßörper« (gig. 68 a) tiefer 
liegt als ber SRtttelpunct C be« 2)rucf«, fo ift ba« ©leiebgewiebt ft abit; b. h- 
wenn au« irgenb einer Urfadje ber Körper fieb geneigt hat (gig. 68 b) unb bann 
ohne 9lnfang«gefcbwinbigfett ber ©cbwere unb ben £>rücfen ber umgebenben 
glüffigfett überlaffen wirb, fo ftreben biefe Gräfte, ihn wieber in bie oorige 
®leicbgewicht«lage jurütfgufu^ren. $n ber Xfyat wirb fieb, ba ber Äörper 
jtarr ift, nicht« an feiner ©ewegung änbern, wenn man bie auf ihn ein* 
wtrfenben Gräfte bureb ihre töefultanten erfefct (402), nämlich burch bie am 
©ehwerpunet G angebrachte ßraft P welche fein ©ewteht barfteöt, unb burch 
bie oertical aufwärts gerichtete Äraft R, gleich P, aber am ißunete C an* 
gebraut; ba bie Iran«lation«refultante biefer beiben Gräfte null ifi r fo bleibt 
ber ©ehwerpunet G unbeweglich (283), aber wegen ber ßraft R bre^t ftcb 
(408) ber Körper um biefen $unct G, unb jwar gegen bie Stellung tyn 
wo C »ertteal über G ju liegen fommt. 

#at bagegen ber £)ru<fmittelpunct C eine tiefere Sage al« ber (Schwer* 
punet G, fo ift ba« ©teiebgewiebt labil; b. h-, »enn ber Körper auch 
fo wenig fieb neigt (wa« in ber SBirflichfeit unoermeiblich ift) unb bann blo« 
ben Gräften P unb R überlaffen bleibt (gig. 68 c), fo breht er fleh in 
folgern ©inne, bafc er mehr unb mehr oon ber urfprünglichen ©leichgewicht«* 
tage abweicht unb jutefct in bie entgegengefefcte ©tellung (in bie Sage be« 
labilen ©leichgewicht«) umfchldgt. 

453. Damit, ein fchwimmenber, b. h- w<h* oollfiänbig untergetauchter 
ÄÖrper im ©leichgewicht fei, ift nothwenbig 1) ba§ fein ©ewia?t bem ber 
öerbrangten glüffigfett gleich fommt; 2) baft ber ©ehwerpunet be« Körper« 
unb ber üßtttetyunct be« Drucf« auf einer 93erticale liegen. Da« ©leieb* 
gewicht ift auch W x ftabil, wenn ber ©ehwerpunet unter ben SKtttelpunct 
be« Ü)rucf« fällt; aber biefe fiet« hinreichenbe S3ebtngung ifi nicht burch* 
au« nothwenbig. (Sin einfache« ^öetfpiel möge biefc beweifen. 

@« fei ABCD (gig. 69) ein fefter Körper, begrenzt oon ber Oberfläche 
eine« 3)rehung«cplinber« mit horizontaler %e. tiefer Körper ift in eine 
glüffigfeit eingefenft, beren freie Oberfläche (©piegel) bie fiage AC hat. <£in 
bei B eingefefcter 33allaft macht, ba§ ber ©ehwerpunet G be« ßärper« tiefer 

»elanjet'« SMtdjanif. L 18 
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liegt al« bie «je 0. $er ©djwerpunct füt ba« löolum ber oerbrangten 
glüffigfeit, unb mithin ber 2Rittclpunct be« SDrucf«, ifi in G'. 33ci bet @leia> 
gewicbtölage (gig. 69 a) ifl ba« ©ewiebt be« fcflcn tfdrper« g(et(^ bem bet 
oerbrängten glüfftgfett, unb bic beiben Scbwcrpuncte G, G' liegen auf einer 
unb berfelben öerricalen, welche bic Slje 0 febneibet. 28irb nun ber tförper 
bureb eine geringe ßraft fo geneigt, bafj er fleh babei nicht tiefer einfenft, 
fo nimmt bie anfangs oerrteale ©erabe BD eine fc^iefe Sage an (Big. 69 b), 
enthalt aber immer ben Scbwerpunct G be« fehwimmenben Äärper«, wäljrenb 
ber Schwerpunct G x ' ber oerbrängten glüjfigfeit auf einer bie 9tje 0 fönet* 
benben öertiealen liegt. 

3n biefem 3ufknbe ift ber Körper grocien tfraftfofremen au«gefefct ; bie 
Mfte be« crflen Sofiem« machen ba« ©ewict)t be« Körper« au«, unb haben 
eine oerticale, burd) G gehenbe ffiefultante, welche oon oben nact) unten 
gerietet ift; bie Gräfte be« ^weiten entern« jinb bie 2)rücfe ber glwfftgfeit, 
unb haben ebenfall« eine oertteale föefultante, welche aber oon unten nach 
oben burd) G^ geht. #ierau« folgt, bag ber febwimmenbe Äörper ftet) $u 
bret/en fu#t unb in feine erjle Sage gurütffe^ren »id. 2)amit btefe föücffehr 
erfolge, ift, wie man leicht fieht, blo« erforberltct) , bafc ber «ßunet G tiefer 
al« bie Slje 0, wenn auch 1)bi)a al« G', liege, gäHt überbiefc G unter G', 
fo wirb ber ßdrper nur um fo fchneller in feine ©lcichgewici>t«lage juruef* 
fommen. 

454. SBtr betrachten nun einen geraben (kpltnber mit beliebig geflal* 
teter Skfi« (gig. 70), weiter in fold)er gage f<t)wtmmt bafc feine Seiten* 
lütten horizontal ftnb. 2>rct)t man biefen (Soünber fo, ba§ nicht blo« bie 
oorige öebingung fortbefteht, fonbern jugletd) auch bie 2Renge ber oerbräng* 
ten glüifigfett bie nämliche bkibt, wenngleich it)r Söolum bie gorm änbert, 
fo betreibt ber ©ebwerpunet G' biefe« SBolum« eine ßuroe G'G\ , welche 
fein Ärei«bogen mehr iß, n>ie im oorigen gaUe, aber bie merfwürbige digen* 
feijaft bejtyt, bafj ihre horizontale Tangente bei jeber Stellung be« febwim* 
menben Äörper« bie jeweilige ßage be« Scbwerpunct« ber oerbrängten ^(üffi^* 
feit jum 93crührung«punct $at. 3fl uämlich für eine Stellung bc« Körper«, 
bei welker jener Scbwerpunct in G' liegt, AB bie 23enefcung«gren$e 
(b. h- ber Schnitt be« Körper« burci) bie (Sbenc be« glüfTtgfeitöfpiegel«), unb 
will man nun einen benachbarten $unct ber (£ur»e haben, fo ift eine anbere 
33enefcung«gren$e A^ gu betrauten, welche fo liegen mufj ba§ ber f^läd^en- 
raum A 1 DB 1 bem 9{aume ADB, unb mithin auch ber {Raum BCB 1 bem 
Räume ACA 4 gleich ifc ^un liegt nothwenbig ber Schwerpunct G' t oon 
A t DB t oberhalb ber ©eraben G'H , welche ju AB parallel unb alfo bei ber 
oorigen 2age beö Äörpcr« ^>ori^ortta( i)tj unb biefer Schluß gilt immer, 
mag G\ recht« ober linf« oon G' fallen, folglich tft G'H bie Xangente 
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in G', unb bte 23ertic«rc G'V flettt bie Woxmak in biefem $mtcte ber 
Guroc G'G' t bar. 

SWan benfe ficr) jc^t in bcr 9Mf)e be$ *ßunct$ G', roetcber bcr ©fei** 
gen>icbt&age bcö febroimmenben Ädrpcrd entfpreeben fott, ein <5tücf ber 
<£urt)e G'G^ gegeiebnet, «nb cä fei M bcr ßrümmungSmittelpunct bcr Gurpe 
für ebenbiefen $nnct G' (©2. 260). Ü)tefer $trümmung$mttte(punct M beißt 
ba$ SDcetacentrum be$ febroimmenben ßörperd, unb fpiett hier eine ä*hn* 
liebe JRoHe rote ber ftretömittefpunet 0 bei bem in ber porigen Stummer be* 
trachteten Umbrcbungäcplinber. 3n ber Zfycit mu§ bei ber @(eicbgcn>icbt$* 

(8*3- 70 a) bte SNcrttcafe G'M ben Sdwcrpunct G be8 febrointmenten 
tförperä enthalten; unb roenn ber Körper uncnbltcb roenig geneigt mirb, 
g. 33. nach reebtü (ftig. 70 b), fo fdjncibet bie burdj ben neuen $>rucfmittel* 
punet G' 4 gebenbe 23erticafe bic Porige nnenblitt) nahe an M; bamit nun 
ber Körper in feine ©leidjgeroirbttfage gurücfjrrebe , ifi binreiebenb (rote 
bie gigur 70 b geigt), bafe bcr ©ebroerpunet G tiefer alfi ba8 
SD/ctaccntrum M liegt, ohne ba6 er notijroenbig unterhalb befl 5)n:<f* 
mittelpuncts G' fallen mü&te. 

455. 3fnmcrfung. £>ie in bicfem $ aufgeführten (Sigenfebaften »erben 
nur bann roirflieb fiattfinbcn, roenn bte ^(äd)e, roe(d)e ben Körper unterhalb 
bcr SBenefcungäcbene begrenzt, gang unb gar in 33erüf)rung mit ber betracb* 
teten glüfftgfeit jtebt. 3ft biefc öebingung nicht erfüllt, fo finb bie auf bic 
SDrücfc bezüglichen Aufgaben nach ben fiebrfäfccn ber §§. 4 u. 5 gu behanbeln. 
($>iefe JBemerfung ifl gu beadjten bei 93entilen, roeidjc biedfeitö unb jenfeit« 
mit glüfftgfeitcn Pon perfdjiebcncr Sßrejfung communiciren ; ober bei einge- 
tauchten glocfcnartigcn Äflrpern, in benen Sitft burdj ba$ einbringenbc SBaffer 
»erbietet i|t.) 

§. 7. Berechnung bcr IBcr^^ljcn und) Barometerbeobadjtuntjen. 

r 

456. 3ft bic 2ltmofpbarc in relativer {Rübe gegen bie (Srbe, fo übt fie 
an einem befttmmten Orte auf eine fläche pou einem Cutabratmeter einen 
2>rncf, gleich bem ©cn>icbte einer oertiealen 2uftfäulc t bereit hortgontaler 
Duerfchnttt einen Duabratmctcr betragt, unb welche ftcb t>on ber betrachteten 
©teüe au* bte gur obern ©renge ber Sltmofpbäre erhebt; ober, um genauer 
gu reben, biefer SDrncf ifi bte JReftdtante aus ber ©efammtangiehung ber (Srbc 
auf bic ermahnte fiuftiaule, unb ben (Sentrifuga Kräften, roetchc man fleh an 

" bereu (dementen angebracht benfen ntttfi, bamit fte im ©leiebgeroiebt feien 
(269 u. 297). 2)te atinofpharifche ^reffung an einem Orte i|t unmittelbar 
burch baö Barometer befannt; unb e$ ift flar, bafc, roenn man baöfelbc an 
groci in pcrfi^iebencn #öben gelegenen ^uneten beobachtet, ber an ber obern 
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©torton gefnnbene SBettfc fleinet fein witb aU ber anbete r unb jwar um fo * 
Heiner je trettec man emporfteigt. 3)iejj &at auf ben ©ebanfcn geführt, ba$ 
©arometer gut Slufftnbung be$ #ö&enuntetf$ieb$ jweter ©eoba^tnngäorte ju 
benüjjen. 

©äre ba$ @ewi#t bec guft auf bie (Sinfyeit be« 23olum$ conftant, wie 
e$ bei einet glüfftgfett »on mäßiger 9lu$bebnung bet gatt fein mürbe, unb 
bebeutet IT btefeä ©ewictyt, z ben 9lioeau*Unterfdneb gmeiet ^uncte bet 
Sltmofpbäte, Jp 0 bie ^reffung am untern, Jß t bie ^teffung am obetn $unct, 
ho unb h t bie entfptecfyenben auf bie $empetatut 0° tebucitten ©atometer* 
fcöfcen , JI m ba$ ®emi#t bet ©ofumeinfceit CtuecffUber bei biefet Jemperatut, 
fo fcätte man (413 u. 419) bie Delationen 

unb InerauS 

<5efct man füt J7* feinen 2Bett& 13598*« , unb nimmt man g. 23, 
für J7 ba« @ewi#t ttocfenet guft unter ber mittlem atmofp&ättföen fßreffung 
unb bei ber Temperatur 0°, namti<$ l^OO, fo mürbe man finben, ba§ 
jebem SKiflimeter ber SDifferenj (h 0 — h 4 ) gmiföen ben ©atometet^en ein 
9ttoeau*Unterf#ieb z »on 10 n, ,46 entfpra<$e. Himmt man h t = 0 unb 
h 0 = 0,76, fo gäbe bie obige gormel al« gange £ö$e ber Hrmofpfcäre 
10460 . 0«,76 = 7950-. 

457. Mein bie £öpou)efe, bei welker mir fo eben einen Slugenblicf 
»ertoeüten, ift »on ber SBafcrfceit gu weit entfernt, atö bafj fle gu genügenben 
. 9M(>erung8refuttaten fübten fönnte, äuget wenn jlay$ um nur Keine ftfoeau' 
Untetföiebe fcanbelt. 3n icoem anberu gaHc muß auf bie Slenberung ftütf ftdjt 
genommen wetben, wela)e bie $)ta)tigfett bet guft in gofge beö ißrefTnngä* 
unb $emperaturwe$fel3 erfährt; unb fo fofl e8 nun aua) gefd^ett. SBit 
»etnactyla&igen bto$ bie Stenbetung ber 6$mcte, wel$e au« ber 3unatyme 
bet Gntfernung »om ffötttefpunet ber (stbe unb au3 ber »etme^tten (£enttu 
fugalfraft etroa^fij biefc ijl txlaübt, wenn bie (£rtyebungen über ben SReereS* 
fptegel nietyt fe&r bettaa)tli# finb, unb gtefct untet allen Umfianben nut einen 
geringen geriet na# ft$. 

<S$ fei M ein $unct bet Sltmofptyäte , meldet um bie SDiftang z tytya 
liegt al$ ein gum £ö(>enurfprung angenommener ^ltnct 0. Die ^rejTung |J 
an biefem ^unete ifi eine Function »on z, um beren ©efhmmung ftcfc'S fcanbelt. 
3u biefem (Snbe nehmen mit einen $unct M' uuenbtid) na£e übet M an, 
unb begegnen bie »etticale $)ifiang MM' but# dz. 2)ie ^reffung in M' 
ift y + djp, wobei bas 2)iffetentiat d}p negativ iji. SDa innerhalb biefc« 
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(feinen gnteroatt* bie fcuft a(8 ^omogen betrachtet »«bat barf, fo ^ai 
man (413) 

d J = — J7dz. 

Ttabei bebeutet nomKd) 71 ba$ auf bcn tfubifmeter belogene @e»i$t ber ßuft 
in ber (5$i$t MM', ober am {ßuncre M, bis auf einen Unterfdn'eb welket 
beim Uefcergang auf bie ©renje »erfd)»inbet. 9tad) ber formet [120] in 
9ir. 430 ift biefe ®rö§e eine Function ber ^reffung }) , bec Temperatur 
unb ber takUarifd)en SDtd^tigfeit beä ©afeS, roclc^ lefctere oeränberlia) iß, 
\t nad) bem SBafferbampfge^alte ber 9ttmpfpf>äre am betrachteten $uncte. 
3ur SBereinfadjung nehmen wir biefe tabeHarifdje T)tdjtigfeit conjiant an ; ba 
aber bie 5ltmofpbäre um fo me&r SBajferbampf enthalt, je fyö&er tyre Temperatur 
ifl (»obur#, unter Übrigend gleiten Umftönben, i\)x ©e»ia)t auf bie 93oIum- 
eintyeit fid) oerminbert), fo berü<ffld)tigt man btefen Umftanb in ber 2lrt, ba§ 
man ben 2(u$bel)nung$coeffictenten a ein wenig größer nimmt, unb itm, nad) 
ßapface, = 0,004 fefct. 

3Ran fann fomit, wenn k eine entfpredjenbe (Sonftante bejeufcnet, an* 
fc&reiben 

11 = k(l + 0,004#)* 

unb folglich 

^ = - k(1 +0,004^ ^' *« ^ = -k(l +0,004*) | 

Um biefe ©leidjung integriren gu fönnen, mü&te ba$ ©efefc befannt fein, 
ttad) welkem fid) bie Temperatur 0 entmeber mit ber #ö£e z ober mit ber 
jprefiung anbert $n Ermangelung etneä folgen ©efejjeö fubfKtuirt man ber 
oeränberlt$en Temperatur eine conftante, näralid) ba$ aritbmetif^e 2Ritte[ auä 
bcn beiben Temperaturen # 0 unb # 4 , welche an ben bciben ^uncten &errfd)en, 
beren JRioeau^Unterf^ieb gefunben »erben foU j b. X). man fefct # = | (# 0 + ^t)» 
SÖirb hierauf integrirt, unb begegnet man burcfy Z ben gefügten 9lioeau* 
Unterfa)ieb , burdj y 0 bie ^reffung am untern $unct, burd) ^ bie ^rejfung 
am obern ^unct, fo ergibt fid) 

Z = 2,3026 k [1 + 0,002 (* 0 + *i) ] log h . [131] 

Unter 23erna#lä&igung ber Slenberung ber 6d)»ere ift ba« 5Ber- 
$5ttni& ^ gleia) bem S3er^altni§ ber auf einerlei Temperatur rebucirten 
93arometer(^en (419). 6inb alfo ho, ^ bie #ö(>en be« »aromeier« an 
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beiben (Stationen, 0 O , B t bie Temperaturen be* DuecfjUber* im 3ettyuncte 
ber 23eobaa)tung, fo bot man 



@3 bleibt nun bto£ no<b übrig, bie gonfiante k in bet gormel [131] 
%w beftimmen, unb bie§ fann mit großer 9lnnäberung bur$ JRecbnung ge* 
fdjcben. SBoQte man trocfene guft oon ber Temperatur 0° »oranäfefcen, ge^ 
mögen an ber Dberfläebe ber (Jrfce unb unter ber ©reite oon $ari«, fo $5tte man 



Ctamonb'S trigonometrifcbe unb barometrif^e Beobachtungen im füb* . 
lieben granfreieb b Ä &™ jeboeb ewiefen , ba§ für ben 3abIencoefficienten ber 
formet [131] ber JßJertt) 18393 angenommen »erben mu§j unb burd) biefe 
Söergrfljjerung ber ftaty oerbeffert man bie geringen gebier ber »orfiebenben 
T&eorie bt$ $ur erroünfa)ten ©enauigfeit. £>ie ftormel gebt bemnacb über in 



|o hp (5550 + 6 t ) 
% M555O-f-0o)* 



n = 1,300 = 



10334 
k 



affo k = unb 2,3026 k = 18304. 



Z = 18393 [ 1 + 0,002 (* 0 + #i) ] log 



h 0 (5550 -f 0 t ) 
h, (5550 -f 0 O ) 



Digitized by Google 



&tuAfeflet. 



©. 28, 3. 9 ».0. I. um fh unb. 

„ 41, „ 9 ». 0. fo0 ba« Hemma na$ jfott »or bem ©orte „^rojfcirt" fielen. 

„ 63, „ 10 u. 11 ». 0. feilte Ül fratt M fiffat fein. 

* 106, m 3 be* »eifpielö L 10°C fl C°10. 

„ 252. 3n ber vorreiten (Biegung foH ber fcactor »or ber Älaramer TT ft | $ei§en. 



(CH biefer <B<ttgtnbeit finb für Mc Stftfcet b« „ftrunb legten lt." w$ ble fofgeuben finnffdrenbtn 
X"ru<ffeblrr, irtldje bort äbrrftbtn mürben, na<f)}utragrn : 

€. *n. 8- 10 ». u. I. «tfern (l. «ebrern; 

«. 20. 3- « btr *r. 43 f. SRan ttll.uun % 3Ri HtUiniin.) 
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